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CAPITULO 4

CONDUCCION DE CALOR EN ESTADO
TRANSITORIO

4-1JINTRODUCCION

Si un cuerpo sélido se sujeta repentinamente a un cambio en el am-
biente, deberd pasar algin tiempo antes que una condicién de
equilibrio de temperatura prevalezca en el cuerpo. Nos referimos

. a las condiciones de equilibrio como el estado estable, y calculamos
la distribucién de temperatura y transferencia de calor por los mé-
todos descritos en los Caps. 2 y 3. En el proceso de calentamiento
o enfriamiento transitorio, el cual se lleva a cabo en el periodo
intermedio antes que el equilibrio se establezca, el anélisis debe
ser modificado para tomar en cuenta los cambios en energia interna
del cuerpe con el tiempo, y las condiciones de frontera deben ajus-
tarse para igualar la situacién fisica que prevalece en el problema
de transferencia de calor en estado transitorio. El anilisis de este
tipo de transferencia es obviamente de gran interés practico, debido
al gran numero de procesos de calentamiento y enfriamiento que
deben calcularse en aplicaciones industriales.

Para analizar un problema de transferencia de calor en estado
transitorio, podriamos proceder resolviendo la ecuacién general de
conduccién de calor por el método de separacion de variables, simi-
lar al tratamiento analitico usado para el problema bidimensional
de estado estable discutido en la Sec. 3-2. Daremos una ilustracién de
este método de solucién para un caso de geometria simple, y en-
tonces referiremos al léctor a las referencias para e] anilisis de casos
méas complicados. Considérese la placa infinita de espesor 2L mos-
trada en la Fig. 4-1. Inicialmente, la placa estd a una temperatura
uniforme T, y en un tiempo cero las superficies se disminuyen en
forma repentina a T = T,. La ecuacién diferencial es
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3T 16T
FE (1)

La ecuacién puede arreglarse en una forma més conveniente in-
troduciendo la variable § = T — T,. Entonces

028 196
o " aor (4-2)
r
7-i
T1—-— B ——
.
Fic. 4-1. Placa infinita sujeta a un enfriamiento repentino i
de las superficies
con las condiciones .inicial y de frontera
6=6=T;,—-T, enr=00<z<2L (a)
6=0 enz=0,r>0 (b)
0=0 enz=2L1>0 (c)

Suponiendo una solucién producto 6(z,r) = X(2)3¢(r) produce las dos
ecuaciones diferenciales ordinarias

d2 l 2)( —
da? A 0
d 2 —
7 A3 =0

donde A? es la constante de separacién. Para satisfacer las condi-
ciones de frontera es necesario que A* > 0, asi que la forma de la
solucién seri

6 = (Cycos Az + C;sendzjear
De la condicién de frontera (b), C, = 0 para s > 0. Debido a que

C. no puede ser cero también, encontramos de la condicién de fron-
tera (c) que sen 2LA = 0, o
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x

A=o¥ =123 ...

La forma de la serie final de la solucién es, por lo tanto,

6 = 2 C, exp [— (nx/2L)%ar) sen’—;’-’lf

n=1
Esta ecuacién puede ser reconocida como una expansién senoidal

de Fourier, con las constantes C, determinadas de la condicién ini-
cial (a) y la siguiente ecuacién

1 ;2L nar
C, = f/:) #; sen 57, dr
4

=77l’0i - n=1,3,5,...

La serie final de la solucién es, por lo tanto,

o 1 nwr
—= e = = = p—(nw{2L)2ar —
5T T, "ng o€ sen - n=13,5 ... (43)

&

En la Sec. 4-4, esta solucién se presentarid en forma grafica para
propésitos de calculo. Por ahora, nuestro propésito ha sido mostrar
c6mo la ecuacién de conduccién de calor en estado transitorio puede
resolverse, cuando menos para un caso, con el método de sepa-
racién de variables. En las referencias se da mas informaciéon sobre
métodos analiticos en problemas de estado transitorio.

4-2[]SISTEMA DE CAPACIDAD TERMICA CONCENTRADA

Comenzaremos nuestra discusién de conducciéon de calor en estado
transitorio analizando sistemas que pueden considerarse uniformes
en temperatura. Este tipo de anilisis se conoce como €l método de
capacidad térmica concentrada. Tales sistemas son obviamente idea-
lizados, puesto que debe existir un gradiente de temperatura en un
material, si el calor es conducido hacia dentro o fuera del material.
En general, entre mas pequeiio sea el tamaiio fisico del cuerpo, la
suposicién de una temperatura uniforme en la totalidad de éste
es mis real; en el limite debe emplearse un volumen diferencial,
como en la derivacién de la ecuacién general de conduccién de calor.

Si una bola caliente de acero fuera sumergida en una vasija
con agua fria, podria usarse el método de anilisis de capacidad tér-
mica concentrada si pudiéramos justificar la suposicién de que la
temperatura de la bola es uniforme durante el proceso de enfria-
miento. Claramente, la distribucién de temperatura en la bola de-
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pendera de la conductividad térmica del material y de las condicio-
nes de transferencia de calor de la superficie de la bola al fluido
de los alrededores, esto es, el coeficiente de transferencia de calor
por conveccion en la superficie. Debemos obtener una distribucién
de temperatura razonablemente uniforme en la bola, si la resisten-
cia a la transferencia de calor por conduccién fuera pequefia com-
parada con la resistencia de conveccién en la superficie, de tal
manera que el gradiente mayor de temperatura ocurriria a través
de la capa de fluido en la superficie. El anilisis de capacidad tér-
mica concentrada, entonces, es aquel que supone que la resistencia in-
terna del cuerpo es despreciable en comparaciéon con la resistencia
externa.

Las pérdidas de calor por conveccién del cuerpo se manifiestan
como un decrecimiento en la energia interna de éste, como se mues-
tra en la Fig. 4-2. Asi ‘

aT

g = BA(T = T.) = —CoV (4-4)

donde A es el area de superficie para conveccién, y V es el volumen.
La condicién inicial se escribe como

T=T, en-=0
distribuciéon de temperatura T(x, ) es

T-T, = g~(4/pCV)r : (4-5)

Ty — T,
La red térmica para el sistema de una sola capacidad se muestra
en la Fig. 4-2b. En esta red notamos que la capacidad térmica del
sistema se “carga” inicialmente al potencial T, cerrando el interrup-
tor S. Entonces, cuando el interruptor se abre, la energia almace-
nada en la capacitancia térmica se disipa a través de la resistencia

a7
g=hA (T -Te) = cpVdr

(@) (b}

Fic. 42. Nomenclatura para el anilisis de una sola capacidad térmica
concentrada
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1/hA. La analogia entre este sistema térmico y un sistema eléctrico
es clara, y podriamos construir con facilidad un sistema eléc-
trico que se comportaria exactamente igual al sistema térmico si es
que hacemos la relacién

R4 1 1

PC—V - Rtérctér 7{;1
igual a 1/R.C., donde R, y C. son la resistencia eléctrica y capaci-
tancia, respectivamente. En el sisterna térmico almacenamos ener-
gia, mientras que en el sistema eléctrico almacenamos carga eléc-
trica. El flujo de energia en el sistema térmico se llama calor, y
el flujo de carga se llama corriente eléctrica. La cantidad CpV/hA
se llama la constante de tiempo del sistema, puesto que ésta tiene las
dimensiones de tiempo. Cuando

_CoV
T h4

se puede notar que la diferencia de temperatura T — T, tiene un
valor de 36.8% de la diferencia inicial T, — T.. '

Riexr= Cier= pCV

Ejemplo 4-1

Una bola de acero de 2 plg de diametro, inicialmente a una
temperatura uniforme de 850°F, de repente se coloca en un am-
biente controlado en el que la temperatura se mantiene a 200°F.
El coeficiente de transferencia de calor por conveccién es igual a
2 Btu/hr-piez-°F. Calctlese el tiempo requerido para que la bola
alcance una temperatura de 300°F usando el método de anilisis de
capacidad concentrada.

Solucién. La Ec. (4-5) se aplica para este problema. Las pro-
piedades y cantidades para usarse en esta ecuacién son

T = 300°F h = 2 Btu/hr-pie*-°F
T, = 200°F p = 490 lb./pie®
T, = 850°F C = 0.11 Btu/lb,,°F
hA (2)(4m) (&)*
pCV — (490)(0.11)(4r/3)(7y)?
= 1.34 hr!
T—T. = g—GAlpCV) .
To—Ts .
300 — 200 _ o-L.3tr
850 — 200
7 =139 hr
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Los sistemas de capacidad térmica concentrada mdltiple pueden
tratarse de una manera similar a los analizados anteriormente. Esos
sistemas pueden encontrarse cuando materiales compuestos estin
sujetos a cambios en el ambiente. Si se conoce el tamafio y el tipo
del material, es ficil determinar la capacidad térmica de cada “con-
centracién” del sistema; pero para sistemas multiples, la resistencia
térmica que conecta a las concentraciones debe también determi-
narse. Si se fuera a considerar un sistema de doble concentracién
que consistiera en dos materiales sélidos unidos uno a otro, la re-
sistencia que los conecta seria una resistencia de conduccién deter-
minada por la conductividad y tipo de cada material. Por otro
lado, si el sistema de concentracién doble consistiera en una canti-
dad de agua dentro de un recipiente metilico con paredes gruesas, la
resistencia se deberia a la convecciéon entre el agua y el recipiente.
Para cada problema en particular, un método diferente puede
necesitarse para determinar la resistencia de conexiéon entre las
concentraciones. Para propoésitos de ilustracién, un sistema de con-
centracién doble tal como el recipiente de agua sera analizado para
mostrar el método de ataque. '

Supdngase que se tiene un recipiente de agua (u otro liquido)
como se muestra en la Fig. 4-3. El coeficiente de transferencia de
calor entre el agua y el recipiente es h,, y el que hay entre el reci-

Ambiente
‘ Too
hy —ty 1 T hy
A, 1 A,
2 T,
(a)
S
To o [ S — ANN
1/h,A,
|

s ille

Fic. 4-3. Nomenclatura para el analisis de capacidad térmica de doble
concentraciéon
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piente y el ambiente es h.. El agua y el recipiente estan inicialmente
a una temperatura T,, y se enfrian en presencia de un ambiente a
temperatura T,. Se hace un balance de energia en cada una de las
concentraciones,

C‘uerpo 1: h;Al(Tl - Tg) = —p101V1 d—dTT—I (4-6)
Cuerpo 2: hd(Ts — T2) + hadlo(Ts — Tu) = —paCaVs & 4-7)

Tenemos dos ecuaciones diferenciales lineales simultineas las cua-
les pueden resolverse para determinar la historia de temperatura en
cada uno de los cuerpos. Las condiciones de frantera para usarse
con estas ecuaciones son

T,=T, =T,

lo cual implica que dT,/dr = 0 en » = 0 de la Ec. (4-3).
Las Ecs. (4-3) y (4-4) pueden reescribirse en forma de opera-

en =20

dores como
hA, hiA, _ :
(D + plClVl) Ty piC1V1 =0 (4 60)
hid hiAy + hoA, hiA,
— ——— T R i ——— _— e—— -
p:C2Vsy 1 + (D + paCaV, ) T p2CaV 3 Tw (4-7a)

donde el simbolo D denota diferenciacién con respecto al tiempo.
Por conveniencia, sea

i,
K. = PICIVI
hi4,
K, =
z P202V2
_ hod,
K. = chzvz

(D + Kl)Tl - Ksz = 0
—K;T1+ (D+ K:+ K5)T: = KT,

Entonces

Resolviendo las ecuaciones simultineamente, obtenemos para la
ecuacién diferencial que involucra unicamente T,

[D”v + (K1 + K; + K3)D + K:1K3JT: = KiKT., 4-8)

cuya solucién general es
T =T, + Mem + Nem (4-9)

donde m, y m, estin dadas por
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— (K1 + K: + Kj5) + [(Ky + K, + K;)? — 4K,K5) (4-10)

my; =
2
my = —(Ei+ Ks £ K) — R Ko K = SOEE (o)

Las constantes arbitrarias M y N pueden obtenerse aplicando las
condiciones iniciales
T, = To entr =10

y %Z;—l =0 ent =0
asique T0=T¢,+M+N
0= 7n1M + M2N
La solucién final es
Tl — T mo my
© T - gMeT 4'12
To—Tw 'mz——mle mz"‘mle ( )

La solucién para T, puede obtenerse sustituyendo la relacién para
T, de la Ec. (4-12) en la Ec. (4-6).

Cuando un sistema de triple concentraciéon estd involucrado, se
deben escribir tres ecuaciones diferenciales simultdneas; cuatro
ecuaciones son necesarias para un sistema de cuatro concentracio-
nes, y asi sucesivamente. Ademas, pueden aplicarse condiciones de
frontera variando con el tiempo. En esos casos mas complejos el
método de transformada de Laplace se usa frecuentemente para
facilitar la obtencién de las soluciones de las ecuaciones diferen-
ciales.

La red analoga para el sistema de doble concentracién se mues-
tra en la Fig. 4-3b. Cuando el interruptor S se cierra, las dos capa-
citancias térmicas se cargan al potencial T,. En tiempo cero el in-
terruptor se abre, y esas capacitancias se descargan a través de las
resistencias térmicas mostradas.

Para indicar la aplicacion del anilisis de la capacidad concen-
trada para sélidos, considérese el sistema mostrado en la Fig. 4-4.
Con el fin de mostrar cémo se analiza éste, usamos tnicamente dos
nodos para indicar la resistencia que los conecta. En un problema
practico, habrfa nodos adicionales conectados y resistencias adi-
cionales. Como en el ejemplo anterior, se escribe una ecuacién di-
ferencial para cada nodo, y el conjunto de ecuaciones resultantes
se resuelve para obtener la respuesta de temperatura en estado
transitorio. Si el nimero de nodos es muy grande, por lo general
es mejor recurrir a una solucién numeérica, como se indicarid en
secciones posteriores de este capitulo.
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Ax

=
([}
l

Ax
kA /,

Gy
1
SE

c

I 1 =PV, Icz=chzvz

F16c. 4-4. Capacidades concentradas para sélidos en contacto

Aplicabilidad del anilisis de capacidad concentrada

Hemos notado antes que el tipo de andalisis de capacidad con-
centrada supone una distribucién de temperatura uniforme a través
del cuerpo sdlido, y que la suposicién es equivalente a decir que la
resistencia de conveccién en la superficie es grande comparada con
la resistencia de conduccidon interna. Se espera que tal analisis pueda
dar estimaciones razonables cuando se satisface la siguiente con-
dicién: :

MI/A) g,

donde k es la conductividad térmica del sélido. En las secciones que
siguen examinaremos aquellas situaciones en que esta condicién no
se aplica.

4-3(JFLUJO TRANSITORIO DE CALOR EN UN SOLIDO
SEMIINFINITO

Considérese el sélido semiinfinito mostrado en la Fig. 4-5 el cual se
mantiene a una temperatura inicial T;. La temperatura de la super-
ficie se disminuye repentinamente y se mantiene a una temperatura
T,, y se busca una expresién para la distribucién de temperatura en
la. placa como una funcién del tiempo. Esta distribucién de tempe-
ratura puede usarse subsecuentemente para calcular el flujo de calor
en cualquier posicién x en el sélido como una funcién del tiempo.
Al suponer propiedades constantes, la ecuacién diferencial para la
distribucién de temperatura T(x, r) es

#T _ 19T

%t = adr (4-13)

Librodot
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——t x
Fic. 4-5. Nomenclatura para flujo de calor transitorio en un sélido

semiinfinito

Las condiciones de frontera e inicial son

T(z,0)
T(,7)

Este es un problema que puede resolverse por la técnica de trans-
formada de Laplace. La soluciéon se da en la Ref. 1 como

T;
T parar > 0.

T(x,7) — To _ z
T T, ~ Mava (4-14)
donde la funcién de error (erf) de Gauss se define como
2 z/2 \Var
2 _ = = - & 4-15
ovE vk (#15)

Debe notarse que en esta definicién » es una variable muda y la
integral es una funcién de su limite superior. Al introducir la defi-
nicién de la funcién de error en la Ec. (4-14), la expresi6n para
la distribucién de temperatura es o

T(,7) —To 2

Sy = iy

El flujo de calor en cualquier posicién x puede obtenerse de

aT
gz = _kA ‘a?

VT o dy (4-16)

Ejecutando la diferenciacién parcial de la Ec. (4-16),
oT 2 3 x
= - 22 ettlder T
or (Ts — To) N et or (2 \/_af>

L el T (4-17)

Librodot
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F1c. 4-6. Distribucién de temperatura en el sélido semiinfinito

El flujo de calor en la superficie es
= kA(To — T9) 4-18
o Vi (4-18)
Y se determina evaluando el gradiente de temperatura en x = 0 de
la Ec. (4-17). En la Fig. 4-6 se da una grifica de la distribucién
de temperatura para el sélido semiinfinito. En la Ref. 3 se tabulan
valores de la funcién error y en el Apéndice A se da una tabla abre-
viada. \

Flujo de calor constante

Para la misma distribucién de temperatura inicial uniforme, po-
driamos repentinamente exponer la superficie a un flujo de calor
por unidad de 4rea constante g./A. Las condiciones inicial y de fron-
tera en la Ec. (4-13) serfan

T(Z,O) = T"
g _ _, 0T
A= k%z-o parar > 0

La solucién para este caso es
_ = 2Qo \/M*ﬁ —x? Go z
T—-T:= S (T&;) Y [1 — erf (% ,—w)] (4-19)

Ejemplo 4-2

A una placa grande de aluminio con una temperatura uniforme
de 450°F, se le disminuye repentinamente la temperatura de su

12
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superficie a 150°F. Calctlese el tiempo requerido para que la tem-
peratura alcance 250°F a una profundidad de 1%z plg. ¢Cudl es la
energia total por unidad de superficie quitada a la placa durante
este tiempo?

Solucién. Podemos usar ya sea la Ec. (4-14) o la Fig. 4-6 para
calcular el tiempo, y la Ec. (4-18) para calcular el flujo total de
calor. Las propiedades del aluminio son

3.66 pie?/hr

120 Btu/hr-pie-°F
450°F

150°F

T(x,r) = 250°F

a

k
T,
T

T(x,7) — Ty _ 250 — 150 _ _ z
T = 150 —180 = 0333 = erfz\/&_r
De la Fig. 4-6 o del Apéndice A,
T
= 0.302
2Var

7 = 0.0117 hr = 0.702 min
r o ZRA(Te — T _ (2)(120)(150 — 450)
Q= [ godr = Vaalr  (x3.66/0.0117)F
= 2200 Btu = 2.416 X 10 joules

4-4[]CONDICIONES DE FRONTERA CON CONVECCION

En muchas situaciones précticas el problema de conduccién en es-
tado transitorio estd conectado con una condicién de frontera con-
vectiva en la superficie del sélido. Naturalmente, las condiciones de
frontera para la ecuacién diferencial deben modificarse para tomar
en cuenta esta transferencia de calor por conveccién en la super-
ficie. Para el problema del sélido semiinfinito anterior, ésta se ex-
presaria como

oT
RA(T, — T)po = —kA 5) (4-20)

z=0

La solucién para este problema es bastante compleja, y se trabaja
en detalle por Schneider [1]. El resultado es

T — T, ' hz - h? h A ar
Tw_Ti=1—eer—[exp<—k—+—]—c‘—f—’>][1—erf<x+~ k"")]
(4-21)

Librodot
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donde X = x/(2Var)
T; = temperatura inicial del sélido
T. = temperatura ambiente
Esta solucién se presenta en forma grifica en la Fig. 4-7.

Se han obtenido soluciones para otras geometrias. Los casos mis
importantes son aquellos que tratan con (1) placas cuyo espesor
es pequerio en relacién con las otras dimensiones, (2) cilindros lar-
gos, y (3) esferas que estin inicialmente a una temperatura uni-

1.0

0.01 : .
0 0.5 1.0

xI2var

F1e. 47. Distribucién de temperatura en el sélid
condicién de frontera convectiva

1.5

o semiinfinito con
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Fic. 4-9. Temperatura axial para un cilindro infinito de radio 7,, de Heisler [2]
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F16. 4-10. Temperatura del centro para una esfera de radio r,, de Heisler [2]
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forme T;, y de repente se sumergen en un fluido a temperatura
T. con un coeficiente de transferencia de calor por conveccién h.
Los resultados de estos analisis han sido presentados en forma gra-
fica por Heisler [2] y se dan en las Figs. 4-8 a 4-14. Las pérdidas de
calor para estos tres casos se dan en las Figs. 4-15 a 4-17. En estas
figuras, Q, representa la energia interna inicial del cuerpo en refe-
rencia a la temperatura ambiente. Asi

Qo = PCV(Ti - Tao) = pCVo; (4'22)

Los Ejs. 4-3 a 4-5 ilustran el uso de las diferentes graficas para la
solucién de problemas.

0
1o AL m
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hL

F1c. 4-11. La temperatura como una funcién de la temperatura del centro
de una placa infinita de espesor 2L, de Heisler [2]

Obviamente, hay muchos otros problemas de calentamiento y en-
friamiento de interés practico. Las soluciones para un gran nimero
de casos se presentan en forma grafica por Schneider {7], y los lec-
tores interesados en tales célculos encontrarin esta referencia de
gran utilidad.
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Los moédulos de Biot y de Fourier

Una inspeccién rapida de las Figs. 4-7 a 4-17 indica que los per-
files de temperatura adimensionales y los flujos de calor, pueden
ser expresados en términos de dos parametros adimensionales lla-
mados médulos de Biot y de Fourier:

Médulo de Biot = Bi = "f

Moédulo de Fourier = Fo =

En esos parametros, s designa alguna dimensién caracteristica del
cuerpo; para la placa ésta es el semiespesor, mientras .que para
el cilindro y la esfera ésta es el radio. El médulo de Biot compara las
magnitudes relativas de las resistencias de conveccién superficial y
conduccién interna a la transferencia de calor. El médulo de Fourier
compara una dimensién caracteristica del cuerpo con la profundidad
de penetracién aproximada para un tiempo dado 7.

e a5 ; e ; ‘;" ;
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mmx HEl ﬁr SR WRNmA
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I il Illlllll!llllllll!m
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IRAmARIERRE

EEEIRRRIENI
II.“lmlll“"“m
0.01 002 0.050.102 05 10 23 5 10 20 50 100

.
hrg

Fic. 412. La temperatura como una funcién de la temperatura del eje en
un cilindro infinito de radio r,, de Heisler [2]

19

19

Librodot



Librodot

Transferencia de Calor, Capitulo 4 J. P. Holman

Un valor muy bajo del médulo de Biot significa que la resisten-
cia de conduccién interna es despreciable en comparacién con la
resistencia de conveccién superficial. Esto implica que la temperatura
serd casi uniforme a través del sélido, y su comportamiento puede
ser aproximado por el método de analisis de capacidad concentrada.
Es interesante notar que el exponente de la Ec. (4-5) puede expre-
sarse en términos de los médulos de Biot y de Fourier, si uno toma
en cuenta la razén V/A como la dimensién caracteristica s. Enton-
ces,

Aplicabilidad de las graficas de Heisler

Las graficas de Heisler estan restringidas a valores del médulo
de Fourier (ar/s?*) mayor que 0.2. Para valores mas pequefios de
este parametro, el lector deberd consultar las soluciones y graficas
dadas en las diferentes referencias del final del capitulo.

1.0
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Fic. 4-13. La temperatura como-una funcién de la temperatura del centro,

para una esfera de radio r,, de Heisler [2]
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Ejemplo 4-3
La placa del Ej. 4-2 de repente se expone superficialmente a un
ambiente convectivo de 150°F. El coeficiente de transferencia de
calor es de 100 Btu/hr-pie*-°F. Calcilese el tiempo requerido para
que la temperatura alcance 250°F a una profundidad de 1%2 plg.
Solucion. Podemos hacer uso de la Ec. (4-21) o de la Fig. 4-7
para la solucién de este problema. La Fig. 4-7 es mas facil de aplicar,
asi que se utilizard. Nétese que se requiere una solucién por el
método de tanteos, debido a que el tiempo aparece en ambas varia-
bles (kVar)/ky x/(2Var). Por lo tanto, probaremos valores para r
hasta que obtengamos
— 450
"~ 150 — 450 = 0.667
10 010y e e o s s om e
0.9 0.08 SEE-cconEREaEas
0.8 o
0.06 e
0.7 0.05 —
06 0.04 B
0osE 22
0.5 e i
bt e
0.02 Emm 2 e
04 T
9; EREERORREDEE
% s e 0.01f AEEREEREERE R
0.25 0.006 T o o
0.005 2
0.2e 0.004 E
0.003
0.15
0.002 §
0.1 0.001 K
22 3 5 6
math
sk

F1c. 4-14. Temperaturas en el centro de placas, cilindros y esferas, para

valores pequefios de h, de acuerdo con Heisler [2]
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Sl

Los tanteos se listan en seguida:

h vV ar T T-T: .
T, hr T 5 \/a_T —T—Q—:-—T_. (de la Fig. 4-7)
0.3 0.871 0.0597 0.475
1.0 1.59 0.0345 0.66

En consecuencia, el tiempo requerido es aproximadamente de
1 hr.

Ejemplo 4-4

Una placa grande de aluminio de 2 plg de espesor e inicialmente
a 450°F, de repente se expone al ambiente convectivo del Ej 4-3.
Calctilese la temperatura a % plg de una de las caras, 1 min después
de que la placa ha sido expuesta al ambiente. ¢Cuédnta energia por
unidad de 4rea se ha eliminado de la placa en este tiempo?

R T .
fir

0.
o | | | AT mail
.. ILIIINAL l | T
, | | INHHTmAL
o | JHIHIE : I
i | T
b belalbobadaty

10-° 104 103 102 10! 1 10 102 10% 10*

Fig. 4-15. Pérdida de calor adimensional Q/Q, con respecto al tiempo, en
una placa infinita de espesor 2L, de Grober [6]

Solucién. Las graficas de Heisler de las Figs. 4-8 y 4-11 pueden
usarse para la solucién de este problema. Primero calculamos la tem-
peratura del centro de la placa utilizando la Fig. 4-8, y en seguida
la Fig. 4-11 para calcular la temperatura €n la posicién especifi-
cada x. De las condiciones del problema tenemos

Librodot
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6; =T; — T, = 450 — 150 = 300
a« = 3.66 pie?/hr

L =1 plg = 0.0833 pie

r = 1 min = 0.0167 hr

k = 120 Btu/hr-pie-°F

k = 100 Btu/hr-piez-°F

ar _ (3.66)(0.0167) _ oo
I* =~ (00833 " &

k 120

L = (100)(0.0833) ~ 144
Z — 31: = ’
F=%-05

De la Fig. 4-8
b _ 0

6 = To — T, = (0.6)(300) = 180

De la Fig. 4-11, en x/L = 0.5,

9 o098
s
8=T—T. = (0.98)(180) = 176

T = 176 + 150 = 326°F

Calculamos la energia perdida por la placa utilizando la
4-15. Para este calculo

hlar _ (100)%(3.66)(0.0167)

= 20 = 0.043
hL _ (100)(0.0833) _

Por unidad de A4rea

- Qo = pCVﬂ; = pCA2L0.
p = 169 Ib,,/pie?
C =021 Btu/lbs-°F :
Qo = (169)(0.21)(1)(4)(300) = 1 770 Btu

Q_
g, = 047
asf que Q = (047)(1770) = 833 Btu  (8.79 X 10J)

23
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k2

Fic. 4-16. Pérdida de calor adimensional Q/Q, con respecto al tiempo, en
un cilindro infinito de radio r,, de Grdber [6]

Ejemplo 4-5

Un cilindro largo de aluminio de 2 plg de didmetro e inicial-
mente a 450°F, de repente se expone a un ambiente convectivo, donde
h = 100 Btu/hr-pie*-°F. Calcilese la temperatura a un radio de %2
plg, y el calor perdido por unidad de longitud del cilindro, 1 min
después que éste se ha expuesto al ambiente a 150°F.

oo IRNMIEI IR RAILE
|

B R R

0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
03
0.2
0.1

Slo

alin !Iﬁ F—H"L |
R l””
10 -5 104 103 10 -2 10”! 1 10 102 103 10t

hlar *
k2
Fic. 4-17. Pérdida de calor adimensional Q/Q, con respecto al tiempo, en
una esfera de radio r,, de Grober [6]
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Solucién. Las graficas de Heisler de las Figs. 4-9 y 4-12 se usan
en la solucién (similar al Ej. 4-4) de este problema. Primero usamos
la Fig. 4-9 para calcular la temperatura del eje del cilindro, y en se-
guida la Fig. 4-12 para calcular la temperatura en la posicién radial
especificada. De las condiciones del problema,

6; =T; — T, =450 — 150 = 300
a = 3.66 pie?/hr
7, = 1 plg = 0.0833 pie
=1 min = 0.0167 hr
k = 120 Btu/hr-pie-°F
h = 100 Btu/hr-pie-°F
ar _ (3.66)(0.0167)

7~ 00T = 879
Ekrj = (100)1(3.(:)833) = 144
% = (1):—(5) = 0.5
De la Fig. 4-9
%‘: =03

6o=Ty— T, = (0.3)(300) = 90
De la Fig. 4-12, en r/r, = 0.5,

0
5= 0.98

6 =T-—T, = (0.98)(90) = 88
T = 88 + 150 = 238°F

Fi1c. 4-18. Barra rectangular infinita
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Calculamos la energia disipada por el cilindro usando la Fig. 4-16.
Para este calculo

h%ar _ (100)2(3.66)(0.0167)

= 20 = 0.043
hr, _ (100)(0.0833) _
= S — 0.0695

Por unidad de longitud

Qo = pCV 8, = pCrr,2L0;

Qo = (169)(0.21)7(0.0833)2(1)(300) = 233 Btu
De la Fig, 4-16

Q _

0 =0.71
asi que Q = (0.71)(233) = 165 Btu (1.74 X 108 J)

4-5]SISTEMAS DE DIMENSIONES MULTIPLES

Las graficas de Heisler discutidas anteriormente pueden usarse para
obtener la distribucién de temperatura en la placa infinita de es-
pesor 2L, en el cilindro largo o en la esfera. Cuando una pared cuyas
dimensiones de altura y profundidad no son grandes comparadas
con el espesor, o cuando un cilindro cuya longitud no es grande com-
parada con su diametro, se requieren coordenadas en el espacio adi-
cionales para especificar la temperatura, y dado que las graficas
anteriores no son aplicables, estamos forzados a buscar otro método
de solucién. Afortunadamente, es posible combinar las soluciones
para los sistemas unidimensionales en una forma muy directa, con
el objeto de obtener soluciones para los problemas de dimensiones
multiples.

Es claro que la barra rectangular infinita de la Fig. 4-18, puede
estar formada por dos placas infinitas de espesor 2L, y 2L., respec-
tivamente. La ecuacién diferencial que gobierna esta situacién seria

T 8T _ 18T

9zt ' 9z aor

(4-23)

y para usar el método de separacién de variablgs con el objeto
de efectuar una solucién, debemos suponer una solucién producto de
la forma

T 2,1) = X@)Z(O0)

Librodot
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Puede mostrarse que la distribucién de temperatura adimensional
es posible expresarla como un producto de las soluciones para las
dos placas de espesores 2L, y 2L, respectivamente,

T-T T—-T T-T
n—— = == 4-24
<Ti — Teo)ban'a (Tz - Too)zL, placa(Ti - Tﬂo)2L2 placa ( )

donde T; es la temperatura inicial de la barra, y T es la tempera-
tura ambiente,

Para dos placas infinitas, las ecuaciones diferenciales respecti-
vas serian

#T: _ 19T, T,

1
dr?  a or 92 « or (4-25)

y las soluciones producto supuestas serian
Tl = Tl(I,T) T2 = TQ(Z,T) (4-26)

Ahora, mostraremos que la solucién producto a la Ec. (4-23) puede
formarse de un producto simple de las funciones (T,,T.), esto es
T(2,2,7) = T1(z,7)Taz,7) (4-27)

Las derivadas apropiadas para sustituir en la Ec. ( 4-23) se obtienen
de la Ec. (4-27) como

ST _ g 8T FT _ g 8T,
9?9t 922 17920
aT . T, aT,
o =Ty + T

Usando las Ecs. (4-25), tenemos que

2 2
aT = aT, 663;2 + Tl T,

o dx?
Al sustituir esas relaciones en la Ec. (4-23), se obtiene
aT T, 1 T, T,
T ale + T 2 « [aTI . 022 + ol dx? ]

lo que indica que la solucién producto supuesta de la Ec. (4-27) real-
mente satisface la ecuacién diferencial original (4-23). Esto signi-
fica que la distribucién de temperatura adimensional para la barra
rectangular infinita, puede expresarse como un producto de las so-
luciones para los problemas de las dos placas de espesores 2L, y 2L,
respectivamente, como se indica en la Ec. (4-24).

En una forma semejante a la descrita anteriormente, 1a solucién
para un bloque tridimensional puede expresarse como un producto
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de las soluciones de las tres placas infinitas que tienen los espeso-
res de los tres lados del bloque. Similarmente, una solucién para un
cilindro de longitud finita podria expresarse como un producto de
soluciones, de un cilindro infinito y una placa infinita con un espe-

sor igual a la longitud del cilindro. Podrian combinarse también las .

soluciones del cilindro infinito y el sélido semiinfinito para obtener
distribuciones de temperatura en cilindros y barras semiinfinitos.
Algunas de las combinaciones se resumen en la Fig. 4-19, donde

C(#) = solucién para el cilindro infinito
P(X) = solucién para la placa infinita
S(X) = solucién para el soélido semiinfinito

Los siguientes ejemplos ilustran el uso de las diferentes graficas para
calcular temperaturas en sistemas multidimensionales.

Ejemplo 4-6

Un cilindro pequefio de aluminio de 2 plg de didmetro y 4 plg
de longitud, esta inicialmente a una temperatura uniforme de
450°F. En forma repentina se expone a un ambiente convectivo
a 150°F, donde h = 100 Btu/hr-pie*-°F. Calculese la temperatura a
una posicién radial de % plg y a una distancia de Y4 plg de uno
de los extremos del cilindro, 1 min después de que se expone al am-
biente.

Solucién. Para resolver este problema, combinamos las solucio-
nes de las graficas de Heisler para un cilindro infinito y una placa
infinita, de acuerdo con la combinacién mostrada en la Fig. 4-19.

Para el problema de la placa infinita correspondiente
L = 2 plg = 0.167 pie

La posicién x se mide del centro de la placa, asi que

z=2-—0.25=175plg
z L75
y =320 0.875

Las propiedades del aluminio son

« = 3.66 pie*/hr
k = 120 Btu/hr-pie-°F

Librodot
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PX,) P (X,)

S (X)P X)) PIX,)

C(©) S (X)

2ry

€ (f)

F1c. 419. Producto de soluciones para temperaturas en sistemas de

dimensiones miltiples. (2) Placa semiinfinita; (b) barra rectangular

infinita; (c¢) barra rectangular semiinfinita; (d) paralelepipedo rec-
tangular; (e) cilindro semiinfinito; (f) cilindro corto

asf que los pardmetros para usarse con las Figs. 4-8 y 4-11 son

ko120 .,

RL ~ (100)(0.167) *

ar _ (3.66)(0.0167) _, o

L* " (0167 — ~
De la Fig. 4-8
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bo
5 = 0.8
y de la Fig. 4-11
0
g, = 095

asi que
(?") = (0.8)(0.95) = 0.76 = P(X)
i/ placa

Para el cilindro
r, = 1plg = 0.0833 pie
0

r ¥
L1205
k 120
hr, = (100)(0.0833) ~ 1*4
ar _ (3.66)(0.0167) - 879

Tt (0.0833)%

De la Fig. 4-9
8o _
e 0.3
y de la Fig. 4-12
g
%= 0.98

asi que
(—”) — (0.3)(0.98) = 0.294 = C(®)
0: / citindro
Al combinar las soluciones para la placa y el cilindro,

(_") — C(®)P(X) = (0.294)(0.76) = 0.223
0; cilindro

corto
Por consiguiente

T=T,+0223(T; — T,)
T = 150 + (0.223)(450 — 150) = 217°F

Ejemplo 4-7 .

Un cilindro semiinfinito de 2 plg de didmetro est4 inicialmente
a una temperatura uniforme de 450°F, En forma repentina se su-
jeta a una condicién de frontera de conveccién a 150°F, donde

Librodot
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h = 100 Btu/hr-pie>-°F. Calctilense las_temperaturas en el eje y en
la superficie del cilindro a 6 plg del extremo, 1 min después de que
se expone al ambiente,

Solucién. Para resolver este problema combinamos las solucio-
nes para el cilindro infinito y la placa semiinfinita, de acuerdo con
la combinacién mostrada en la Fig. 4-19.

Para el problema correspondiente a la placa semiinfinita

x =6 plg = 0.5 pie
Las propiedades del aluminio son

« = 3.66 pie*/hr
k = 120 Btu/hr-pie-°F

asi que los pardmetros para usarse con la Fig. 4-7 son

ar . -
h \k/on' _ 100 V/B:66)(0.0167) _ (506

120
T _ 0.5 ~ 1
2Var 2 v/ (3.66)(0.0167)
De la Fig. 4-7
0
<—_)pm, =1—10.016 = 0.984 = S(X)
*/ semiintinita

Para la solucién del cilindro infinito, buscamos las razones de la
temperatura del eje y de la superficie. Los pardmetros significativos
para usarse con la Fig. 4-9 son

7, = 1 plg = 0.0833 pie

k
= 14.4
ar
;0—2 = 879
De la Fig. 4-9
8o
e 0.3

Esta es la razén de la temperatura del eje. Para encontrar la ra-
z6n de la temperatura de la superficie entramos a la Fig. 4-12, usando

T -10
To

asi que

0
% 0.97
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Por lo tanto,

C(®) =03 enr =0
C(®) = (0.3)(0.97) =029 enr=r,

Al combinar las soluciones para la placa semiinfinita y el cilin-
dro infinito,
0
(E)gé::i?nﬁnita B C(G))S(X)
= (0.3)(0.984) = 0.295 enr =
= (0.29)(0.984) = 0.285 enr =1,

|
(=]

Las temperaturas correspondientes son

T = 150 4+ (0.295)(450 — 150) = 239°F r =0,z = 6plg.
T = 150 + (0.285)(450 — 150) = 235°F 1plg, x = 6 plg.

-

[ /A x>t/ x)'

Fic. 4-20. Nomenclatura para la solucién numérica de problemas de
conduccién bidimensional en estado transitorio

4-6 ]METODO NUMERICO TRANSITORIO

Las graficas descritas arriba son muy utiles para calcular tempera-
turas en ciertos sélidos de forma regular, en condiciones de flujo
de calor en estado transitorio. Desafortunadamente, muchas formas
geométricas de interés prictico no caen en esas categorias y, ade-
maés, con frecuencia uno se enfrenta a problemas en los cuales las
condiciones de frontera varian con el tiempo. Estas condiciones de
frontera transitoria, asi como la forma geométrica del cuerpo, pue-
den ser de tal forma que una solucién matematica no es posible. En
estos casos, los problemas son tratados en forma mas eficaz con una
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técnica numérica, con calculadoras manuales o computadoras, de-
pendiendo de la exactitud requerida y las situaciones econémicas
involucradas. Indistintamente de que se use una calculadora ma-
nual o una computadora, el planteamiento del problema es el mismo
y es el que queremos ahora describir. Por conveniencia, en la discu-
sién limitamos el anilisis a sistemas bidimensionales por lo pronto.
Una extensiéon a tres dimensiones puede hacerse entonces facil-
mente.

Considérese un cuerpo bidimensional dividido en incrementos,
como se muestra en la Fig. 4-20. El subindice m denota la posicién
x, y €l subindice n denota la posicién y. Dentro del cuerpo sélido, la
ecuacién diferencial que gobierna el ﬂujo de calor es

T 62T )

suponiendo propiedades constantes. Recordamos del Cap. 3 que las
segundas derivadas parciales pueden aproximarse por

T . 1

0:52 (Ax)’ (Tm+l ” + Tm——l n 2Tm n) (4—29)
ar 1

ayz (Ay)z (Tm n+l + Tm n—1 ™ 2Tm n) (4'30)

La derivada del tiempo en la Ec. (4-28) es aproximada por

T . Tow = Tan
or Ar
En esta relacién, los subindices indican el incremento de tiempo. Al

combinar las relaciones anteriores, la ecuacién en diferencias equi-
valente a la Ec. (4-28) es

:H»l.u + Tr’;t——l,n — 2T1‘r71,n + Tr’;n,n+l + Tfex.n—l - 2T:n.n
(az)? (ay)*

(4-31)

+1
Ll

1
P
(4-32)

Por lo tanto, si las temperaturas de los diferentes nodos son cono-
cidas en cualquier tiempo particular, las temperaturas después de un
incremento de tiempo Ar pueden calcularse escribiendo una ecuacién
como la Ec. (4-32) para cada nodo, obteniéndose asf los valores de

41
Tril,

El procedimiento puede repetirse para obtener la distribucién
después de cualquier niimero de incrementos de tiempo deseados. Si
los incrementos en las coordenadas del espacio se escogen de modo
que

33

Librodot

33



Librodot

Transferencia de Calor, Capitulo 4 J. P. Holman

Azx = Ay

la ecuacién resultante para T%') dari

To+1 a Ar

4a AT
L, = ————(Ax)z (Tgn-*-l,n + Tg;—-l,n + Ti’;‘,ﬂ+1 + Trl:t.ﬂ—l) + [1 - W] T”"""

(4-33)

Si los incrementos de tiempo y distancia se escogen conveniente-
mente, de tal manera que

(Ar)? _
=4 (4-34)

se ve que la temperatura del nodo (m, n), después de un incremento
de tiempo, es simplemente el promedio aritmético de las cuatro tem-
peraturas nodales de los alrededores al comienzo del incremento de
tiempo.
Cuando un sistema unidimensional se involucra, la ecuacién dara
Ar 20 A7
+1 = & a7 P P b -
Tmp (Ax)g (Tm+l + Tm—l) + [1 (Ax)z] Tmp (4 35)
y si los incrementos de tiempo y distancia se escogen de tal manera
que

(Azr)*
aAr 2

(4-36)

la temperatura del nodo m después del incremento de tiempo, estéd
dada como el promedio aritmético de las dos temperaturas nodales
adyacentes al comienzo del incremento de tiempo.

En este punto se hardn algunas observaciones generales concer-
nientes al uso de métodos numéricos para la solucién de problemas
de conduccién en estado transitorio. Hemos ya notado que la selec-
cién del valor del parametro

_ (Ax)?
a Ar

M

gobierna la facilidad con la que procedemos a efectuar la solucién
numeérica; el escoger un valor de 4 para un sistema bidimensional
o un valor de 2 para un sistema unidimensional, hace los célculos
particularmente ficiles.

Una vez que los incrementos de distancia y el valor de M se es-
tablecen, el incremento de tiempo queda determinado; y no se puede
alterar esto sin cambiar el valor de Ax o de M, o ambos. Claramente,
entre mayores sean los valores de Ax y Ar, nuestra solucién se obten-
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drid mas rapidamente. Por otro lado, entre mas pequefios sean esos
incrementos en las variables independientes, mayor exactitud se
alcanzara. A primera vista, uno podria suponer que se podrian usar
incrementos pequefios de distancia para tener mayor exactitud en
combinacién con incrementos grandes de tiempo a fin de acelerar
la solucion. Este no es el caso, puesto que las ecuaciones de diferen-
cias finitas limitan los valores de A+ que pueden usarse una vez que
se escoge Ax. Notese que si M < 2 en la Ec. (4-35), el coeficiente de
T.? se hace negativo, y se genera una condicién que violara la segun-
da ley de la termodindmica. Supéngase, por ejemplo, que los nodos

adyacentes son iguales en temperatura, pero menores que T,?. Des-

pués de un incremento de tiempo Ar, T,,” no puede ser menor que
esas temperaturas adyacentes; de otra manera, el calor tendria
que fluir hacia arriba en la escala de temperatura, y esto es impo-
sible. Un valor de M < 2 produciria justamente este efecto; asi que
debemos restringir los valores de M a

A 2 . . .

*'——Ex Z)T =M >2  sistemas unidimensionales
(Az)? . 4 .
P M>+4 sistemas bidimensionales

Esta restriccién automaticamente limita el que seleccionemos un
valor Ar, una vez que Ax esta establecido.

Las restricciones anteriores, las cuales son impuestas en un sen-
tido fisico, pueden también derivarse a partir de fundamentos mate-
maiticos. Es posible mostrar que las soluciones de diferencias finitas
no convergiran, a menos que esas condiciones sean satisfechas. Los
problemas de estabilidad y convergencia de las soluciones numéricas
se discuten en las Refs. 7, 13 y 15, en detalle.

Las ecuaciones en diferencias dadas arriba, son tutiles para de-
terminar la temperatura interna en un sélido como una funcién del
espacio y del tiempo. En las fronteras del sélido, una resistencia
de conveccién al flujo de calor estd involucrada por lo general, asi
que las relaciones anteriores no son aplicables. En general, cada
condicién de frontera de conveccién debe trabajarse por separado,
dependiendo de la forma geométrica particular que se esté conside-
rando. El caso de la pared plana se tomari como ejemplo.

Para el sistema unidimensional mostrado en la Fig. 4-21, pode-
mos hacer un balance de energia en la frontera convectiva, de modo
que

oT
—kA — = hA(T, ~ T, -
6m>pared ( ) (4-37)
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Ambiente 1t
7.

oo

Superficie 7, =7,

et et oo
Fic. 4-21. Nomenclatura para la solucién numérica del problema de

conduccién en estado transitorio, con condicién de frontera de con-
veccién

La aproximacién en diferencias finitas deberd estar dada por
A
—k L (s = Tw) = h Ay (Toia — T

p o Tnt (hA/OT.
0 m T T (h ba/k)

Para aplicar esta condicién, debemos calcular la temperatura de la
superficie T»., en cada incremento de tiempo y entonces usar- esta
temperatura en la ecuacion nodal para los puntos interiores del so-
lido. Esto es sélo una aproximacién porque hemos despreciado la
capacidad térmica del elemento de la pared en la frontera. Esta
aproximacién trabajara perfectamente bien cuando se usa un numero
grande de incrementos en x, debido a que la porcion de la capacidad
térmica despreciada es pequefia en comparacién con el total. Pode-
mos tomar en cuenta la capacidad térmica en una forma general,
considerando la pared bidimensional de la Fig. 3-7 expuesta a una
condicién de frontera de conveccién. Hacemos un balance de ener-
gia en estado transitorio en el nodo (m, n), igualando la suma de la
energia de conduccién y de conveccién, en el nodo, al incremento
en la energia interna de éste. Asi

Tr,;m—l,n - Trez.n g Tret,n+1 - T%'n
kay Az tk 2 Ay .
Ax 71gm,n—-l _ Tgtn
+ k'? T + 2 Ay(Tw — Tgn,n)
Az TEL — Th.
= Uy 8
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Si Ax = Ay, la relacién para Tzt! dara

R LI IS T
2
+ TR+ [Ef?r SRLL_E 4} T,z;-,,,,} (4-38a)

La relacién unidimensional correspondiente es

A h Az (Ax)? h Ax
(an)Tz {2 — T+ 275, + { —922% _ 2} Tmp} (4-38b)

Tt = a Ar k

Notese ahora que la seleccién del parametro (Ax)?/aAr no es tan
simple como para los puntos nodales interiores, debido a que el coefi-
ciente de transferencia de calor tiene influencia para escogerlo. Es
todavia mejor seleccionar el valor de este parametro de modo que
los coeficientes de T,» o T%, sean cero. Estos valores deberan ser
entonces

(a2)" _ 2 (ﬁﬁf + 1) para el caso unidimensional
a Ar k
(82 _ , (hAx - .

y oA 2\ T2 para el caso bidimensional

Para asegurar la convergencia de la solucién numérica, todas las
selecciones del parametro (Ax)%?/eAr deben estar restringidas de
acuerdo a

(Az)*
a At

v (;‘Z): > 2 ('—Z-EAE + 2) para el caso bidimensional

>2 (hTAx + 1) para el caso unidimensional

Diferencias hacia adelante y hacia atras

Las ecuaciones anteriores han sido desarrolladas sobre la base
de una técnica de diferencias hacia adelante, en que la temperatura de
un nodo en un incremento de tiempo futuro se expresa en térmi-
nos de las temperaturas nodales de los alrededores en el comienzo del
incremento de tiempo. Las expresiones se llaman férmulas explici-
tas debido a que es posible escribir las temperaturas nodales Tzl
de manera explicita en términos de las temperaturas nodales previas
T2 .. En esta formulacién, los calculos proceden directamente de
un incremento de tiempo al préximo, hasta que la distribucién de
temperatura se calcula en el estado final deseado.

37

37

Librodot



Librodot

Transferencia de Calor, Capitulo 4 J. P. Holman

La ecuacién en diferencias puede formularse también, movién-
donos hacia atris en tiempo en la aproximacién de la derivada con
respecto a éste, es decir, en lugar de la Ec. (4-31) escribiriamos

T Tr’;;n - Tr’;u+nl

9 Ar
Las derivadas del espacio deben entonces expresarse en términos
de las temperaturas en el incremento de tiempo p + 1, y la ecua-
cion equivalente a la Ec. (4-32) debera ser

Totha + Totha — 2705 | Tota + Tobl, — 2775 173, — TRR
(Az)? (Ay)? a Ar
(4-39)
La equivalente a la Ec. (4-33) es
a At 4o AT
Tt = 0%, (T2 + otk + Tt + T2 + [ 1 = (7| 72
(4-40)

Podemos ahora notar que esta formulacién de diferencia hacia atras
no permite el cilculo explicito de las T*** en términos de T?. Tal vez
debe escribirse un conjunto total de ecuaciones para el sistema nodal
entero y resolverlas simultineamente para determinar las tempera-
turas T?+*. Asi, decimos que el método de diferencias hacia atris pro-
duce una formulacién implicita para las temperaturas futuras en el
andlisis transitorio. La solucién al conjunto de ecuaciones puede
obtenerse con los métodos discutidos en el Cap. 3.

La ventaja de un procedimiento explicito de diferencias hacia
adelante, es el céalculo directo de las temperaturas nodales futuras;
sin embargo, la estabilidad de este calculo se gobierna por la selec-
cién de los valores de Ax y Ar. Una seleccién de un valor pequefio
de Ax, automaticamente fuerza la seleccién de algin valor maximo de
Ar. Por otra parte, ninguna restriccion se impone en la solucién
de ecuaciones que se obtienen de la formulacién implicita. Esto signi-
fica que incrementos de tiempo mayores pueden seleccionarse para
acelerar los calculos. La desventaja evidente del método implicito
es el mayor nimero de célculos para cada incremento de tiempo.

Para una discusién de muchas aplicaciones de anéalisis numérico
a problemas de conduccién de calor en estado transitorio, se refiere
al lector a las Refs. 4, 8, 13, 14 y 15.

Debera ser obvio al lector, por ahora, que las técnicas de dife-
rencias finitas pueden aplicarse a casi cualquier situacién con un
poco de paciencia y cuidado. Problemas muy complicados serin
completamente sencillos de resolver cuando se cuenta con grandes
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facilidades de una computadora digital. Los programas de compu-
tadora para algunos problemas interesantes de transferencia de
calor, son dados por Schenck [8]. En las Refs. 9 a 13 se discuten
métodos de eiementos finitos para usarse en problemas de transfe-
rencia de calor por conduccién.

4-1TJANALISIS GRAFICO — GRAFICA DE SCHMIDT

Una técnica grafica muy util puede usarse para establecer las dis-
tribuciones de temperaturas transitorias, cuando el problema es
unidimensional. El método se basa en la seleccién del parametro

(Az)? _
alAr 2

(4-36)

asi que la temperatura en cualquier nodo después de un incremento
de tiempo Ar, es el promedio aritmético de las temperaturas de los
nodos adyacentes al comienzo del incremento de tiempo. Tal pro-
medio aritmético es muy facil de construir graficamente, como se
muestra en la Fig. 4-22. El valor de T, se obtiene dibujando una
linea entre 7% , y T%,,. Asi, para encontrar la distribucién de tem-
peratura en un solido después de algun tiempo especifico, el sélido
se divide en incrementos Ax. Entonces, mediante la Ec. (4-36), se
obtiene el valor de Ar. Este valor de Ar, cuando se divide por el tiempo
total, da el nimero de incrementos de tiempo necesarios para esta-
blecer la distribucion de temperatura deseada. La construccién gra-
fica se repite hasta que se obtenga la distribucion de temperatura
final. Por lo general, se requiere un numero no entero de incremen-
tos de tiempo, y probablemente sera necesario interpolar entre los
dos ultimos incrementos para obtener la distribucién de temperatura
final.

Un ejemplo del método se muestra en la Fig. 4-23, donde se da
una distribucién de temperatura inicial y la construccién se lleva
a cabo con cuatro incrementos de tiempo. Los valores en las tempe-
raturas de las fronteras se mantienen constantes a través del proceso
de enfriamiento indicado en este ejemplo. Noétese que la construc-
cién se aproxima a la distribucién de temperatura lineal de estado
estable al incrementarse el tiempo.

Cuando una condicién de frontera convectiva estid involucrada,
la construccién en las fronteras debe modificarse. Reescribiendo la
Ec. (4-30), tenemos que

aT Tw — To
éz—)pared B k/h (4-41)

Librodot

39

39



Librodot

Transferencia de Calor, Capitulo 4 J. P. Holman

P
Tm+1

L—-Ax—*L—Ax—»‘

Frc. 4-22. Construccién grafica para prchlemas de conduccién en
estado transitorio unidimensional

y el gradiente de temperatura en la superficie es aproximada por
la construccién mostrada en la Fig. 4-24. Se dibuja una linea entre la
temperatura T,.,, y la temperatura ambiente T,. La interseccién de
esta linea con la superficie determina la temperatura de ésta en ese
tiempo particular. Este tipo de construccién se usa en cada incre-
mento de tiempo para establecer la temperatura de la superficie.
Una vez que esta temperatura se establece, la construccién para
determinar las temperaturas internas en el sélido procede como se
describié anteriormente. En la Fig. 4-25 se muestra un ejemplo de la
construccion para problemas con condicién de frontera convectiva
con cuatro incrementos de tiempo. En este ejemplo, la temperatura
de la cara derecha y la temperatura ambiente T, se mantienen cons-
tantes. Si la temperatura ambiente cambia con el tiempo, de acuerdo
con alguna variacién conocida, ésta podra facilmente incorporarse
en la construccién moviendo T, hacia arriba o abajo como se re-
quiera. En forma similar, un coeficiente de transferencia de calor
variable podria considerarse cambiando el valor de k/h segin al-
guna variacién especifica, moviendo el punto ambiente hacia aden-
tro o hacia afuera una distancia correspondiente.

Jakob [5] discute algunos refinamientos en el método grafico de
Schmidt, particularmente las técnicas para proporcionar exactitud
en las fronteras, ya sea para conveccién u otras condiciones de fron-
tera. La exactitud del método se mejora cuando se toman incremen-
tos Ax mas pequefios, pero esto requiere un ndmero mayor de in-
crementos de tiempo para obtener una distribuciént de temperatura
después de un intervalo de tiempo dado. El problema particular bajo
consideracién dictara la exactitud requerida y el esfuerzo que debe
hacerse para hallar la solucién.
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Distribucién de
temperatura inicial

emperaturas después
e cuatro incrementos
e tiempo

Superficie

Y S PR B

h

F1c. 425. Grifica de Schmidt para incrementos de cuatro tiempos,

incluyendo condicién de frontera de conveccién

PREGUNTAS DE REPASO

1. ¢Qué se entiende por capacidad concentrada? ;Cudles son
las suposiciones necesarias para que un anilisis en estado transi-

torio de capacidad concentrada sea aplicable?
2. ¢Qué se entiende por un sdlido semiinfinito?

3. ¢Cuiles son las condiciones iniciales que se imponen en las
soluciones transitorias presentadas en forma grafica en este capi-

tulo?

4. ;Qué condiciones de frontera se aplican a los problemas en

este capitulo?
5. Definase la funcién error.
6. Definanse los nimeros de Biot y de Fourier.

7. Describase cémo una solucién transitoria unidimensional
puede usarse para la solucién de problemas bi y tridimensionales.

8. ¢Cudles son las ventajas y desventajas de lad formulaciones
de diferencias hacia adelante y hacia atrids en el método numérico
en estado transitorio? jEn qué condiciones deberd usted escoger un

método en lugar del otro?
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PROBLEMAS

4-1. Un cuerpo sdlido a una temperatura inicial T, se coloca
de repente en un cuarto donde la temperatura del aire es T, y las
paredes del cuarto son muy grandes. El coeficiente de transferencia
de calor para las pérdidas de calor por conveccion es h, y la super-
ficie del sélido puede suponerse negra. Con base en la suposicién
de que la temperatura del sélido es uniforme en cualquier instante,
escribase la ecuacién diferencial para la variacién de temperatura
con el tiempo, considerando tanto radiacién como conveccion.

4-2. Una placa de cobre de 1 pie por 1 pie y 2 plg de espesor
estd a una temperatura uniforme de 500°F, y repentinamente se
disminuye la temperatura de su superficie a 100°F. Mediante el uso
de los conceptos de resistencia y capacitancia térmica y el analisis de
capacidad concentrada, encuéntrese el tiempo en el cual la tempe-
ratura del centro alcanza 200°F, p = 558 1b,/pie?, C, = 0.091 Btu/
b,-°F, y k = 215 Btu/hr-pie-°F. .

4-3. Una pieza de aluminio que pesa 12 1b y tiene una tempe-
ratura inicial de 550°F, de repente se sumerge en un fluido a 60°F.
El coeficiente de transferencia de calor por conveccién es de 10 Btu/
hr-pie*-°F. Al suponer al aluminio como una esfera del mismo peso
que el que se da, estimese el tiempo requerido para enfriar el alu-
minio a 200°F, usando el método de analisis de capacidad concen-
trada. ,

4-4. Una esfera de cobre inicialmente a una temperatura uni-
forme T,, se sumerge en un fluido. Se colocan calentadores eléctri-
cos en éste, de tal manera controlados que la temperatura del mismo
sigue una variacién periédica dada por

T, — Tn = A senwr

donde T, = temperatura promedio del fluido con respecto al tiempo.
A = amplitud de la onda de temperatura
» = frecuencia

Derivese una expresion para la temperatura de la esfera como una
funcién del tiempo, y del coeficiente de transferencia de calor del
fluido a la esfera. Supéngase que las temperaturas de la esfera y
del fluido son uniformes en cualquier instante de tiempo, para que
el método de anailisis de capacidad concentrada pueda usarse.

" 4-5. Dos cubos idénticos de cobre de 3 plg, a 800 y 100°F,
se ponen en contacto. Suponiendo que los bloques intercambian
calor dnicamente uno con otro, y que no hay resistencia al flujo
de calor como resultado del contacto de los bloques, grafiquese la
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temperatura de cada uno de éstos como una funcién del tiempo
usando el método de andlisis de capacidad concentrada. Esto es,
supéngase que la resistencia a la transferencia de calor es la resis-
tencia de conduccién de los dos bloques, y que todas las superficies
estan aisladas, excepto aquellas que estin en contacto.

4-6. Repitase el Prob. 4-5 para un cubo de cobre de 3 plg, a
800°F, en contacto con un cubo de acero de 3 plg, a 100°F. Hagase
un esquema del circuito térmico. _

4-7. Si se impone una distribucién senoidal de temperatura so-
bre la superficie de un sélido semiinfinito, la distribucién de tem-
peratura estd dada por

™

Towe — Ty = Ae—3Vrn/a sen<21rnr -z *> :

a

donde T,, = temperatura a una profundidad x y a un tiempo r des-

pués de empezar la onda de temperatura en la super-
ficie «

T, = temperatura media de la superficie
n = frecuencia de la onda, ciclos por unidad de tiempo .
A = amplitud de la onda de temperatura en la superficie
Cuando se impone una distribucién senoidal de temperatura sobre
la superficie de una placa grande de concreto, de modo que la tem-
peratura varia de 100 a 200°F, y se efectia un ciclo completo en
15 min, encuéntrese el flujo de calor a través de un plano a 2 plg
de la superficie y a 2 hr después de haber empezado la onda inicial.
4-8. Usando la distribucién de temperatura del Prob. 4-7, mues-
trese que el retraso de tiempo entre los puntos maximos en la onda
de temperatura en la superficie y a una profundidad x, estd dado

por
z 1
A= 5\ e

4-9. Un asado que pesa 5 lb, inicialmente a 70°F, se coloca
en un horno a 350°F. Suponiendo que el coeficiente de transferen-
cia de calor es de 2.5 Btu/hr-pie-°F y que las propiedades térmicas
del asado pueden ser aproximadas a las del agua, estimese el tiempo
requerido para que aquél, en su centro, alcance una temperatura
de 200°F.

4-10. Una pared de concreto pesado con una tgmperatura uni-
forme de 130°F, se expone de repente a un flujo de aire a 50°F. El
coeficiente de transferencia de calor es de 1.5 Btu/hr-pie:-°F. Calcd-
lese la temperatura en la pared de concreto a una profundidad de
3 plg después de 30 min.
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4-11. Una esfera de acero de 4 plg de diametro se sumerge de re-
pente en un tanque de aceite de 50°F. La temperatura inicial de
la esfera es de 500°F. h = 50 Btu/hr-pie?-°F. ;Cuanto tiempo trans-
currira antes que el centro de la esfera se enfrie a 300°F?

4-12. Una placa muy grande de cobre estad inicialmente a una
temperatura de 600°F, La temperatura de la superficie de repente
se hace descender a 100°F. ;Cu4l es la temperatura a una profun-
didad de 3 plg, 4 min después de cambiar la temperatura de la
superficie?

4-13. En un dia caluroso de verano, una carretera de concreto
puede alcanzar una temperatura de 130°F. Supéngase que se hace
pasar una corriente de agua sobre aquélla, de tal manera que la
temperatura de la superficie desciende repentinamente a 60°F.
(Cuanto tiempo se necesitard para enfriar el concreto a 80°F, a
una profundidad de 2 plg de la superficie?

4-14. Una barra larga de acero de 2 por 4 plg se mantiene
inicialmente a una temperatura uniforme de 500°F. De repente se
sujeta a un cambio tal que la temperatura ambiente disminuye a
100°F. Suponiendo un coeficiente de transferencia de calor de 4 Btu/
hr-pie>-°F, uUsese el método de relajacién para estimar el tiempo
requerido para que la temperatura del centro llegue a 200°F. Veri-
fiquese este resultado con un célculo, usando las graficas de Heisler.

4-15. Un cilindro de acero de 4 plg de didmetro y 4 plg de
longitud estd inicialmente a 500°F. De repente se sumerge en un
bafio de aceite el cual se mantiene a 100°F. k = 50 Btu/hr-pie*-°F.
Encuéntrese, (a) la temperatura en el centro del sélido después de
2 min, y (b) la temperatura en el centro de alguna de las caras circu-
lares después de 2 min.

4-16. Una barra de acero de 1 plg® y 3 plg de longitud esta ini-
cialmente a una temperatura de 500°F. Se sumerge aquélla en un
tanque de aceite que se mantiene a 100°F. El coeficiente de trans-
ferencia de calor es de 100 Btu/hr-pie?-°F. Calctlese la temperatura
en el centro de la barra después de 2 min.

4-17. Un cubo de aluminio de 4 plg en cada lado estd inicial-
mente a una temperatura de 700°F, y se sumerge en un fluido a
200°F. El coeficiente de transferencia de calor es de 200 Btu/hr-
pie*-°F, Calctlese la temperatura en el centro de una de las caras
después de 1 min.

4-18. Un cilindro corto de concreto de 6 plg de didmetro y de
12 plg de longitud, esta inicialmente a 80°F. Se le deja enfriar en un
ambiente atmosférico en el que la temperatura es de 30°F. Calculese
el tiempo requerido para que la temperatura en el centro alcance
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40°F, si también el coeficiente de transferencia de calor es de 3
Btu/hr-pie?-°F.
4-19. Trabajese el Prob. 4-13 usando el método de relajacion.
4-20. Trabajese el Prob. 4-10 usando el método de relajacién.
4-21. Una barra de acero de %2 plg de didmetro y 8 plg de lon-
gitud, tiene un extremo adherido a una fuente de calor a 500°F.
Toda la barra inicialmente se mantiene a esta temperatura. Se ex-
pone entonces a una corriente de aire a 100°F, de modo que el
coeficiente de transferencia de calor por conveccién es de 6 Btu/
hr-pie-°F. Estimese el tiempo requerido para que la temperatura
a la mitad de la longitud de la barra alcance un valor de 380°F.
4-22. Una placa semiinfinita de cobre esti expuesta a un flujo
de calor constante en la superficie de 10° Btu/hr-pie?. Supéngase
que la placa estid en el vacio, asi que no hay conveccién en la su-
perficie. (Cuil es la temperatura de la superficie después de 5 min,
si la inicial de la placa es de 100°F? ;Cudl es la temperatura a una
distancia de 6 plg de la superficie después de 5 min?
4-23. Trabéjese el Prob. 4-13 usando la grifica de Schmidt.
4-24. Trabajese el Prob. 4-10 usando la grafica de Schmidt.
4-25. Una placa de concreto de 6 plg de espesor, con una con-
ductividad térmica de 0.5 Btu/hr-pie-°F, tiene una cara aislada y la
otra cara expuesta a un ambiente. La placa tiene inicialmente una
temperatura uniforme de 600°F, y la temperatura ambiente descien-
de de repente a 200°F. El coeficiente de transferencia de calor es
proporcional a la raiz cuarta de la diferencia de temperatura entre
la superficie y el ambiente, y tiene un valor de 2 Btu/hr-pie*-°F en
tiempo cero. La temperatura ambiente aumenta linealmente con

el tiempo y tiene un valor de 400°F después de 20 min. Mediante el

uso de la grafica de Schmidt, obténgase la distribucién de tempe-
ratura en la placa después de 5, 10, 15 y 20 min.

4-26. Una placa infinita de espesor 2L se expone de repente a
una fuente o resumidero de calor a temperatura constante T,. La
placa tiene una temperatura inicial uniforme T;. Las pérdidas de
calor por radiacién en cada lado de la placa estan dadas por

g = oed(T* — T.9

donde o y ¢ son constantes y A es el area de superficie. Suponiendo
que la placa se comporta con capacidad concentrada, esto es, k > oo,
derivese una expresién para la temperatura de la placa como una
funcién del tiempo.

4-27. Una barra de acero inoxidable (18% Cr, 8% Ni) de ¥
plg de didmetro estd inicialmente a una temperatura uniforme
de 100°F, y de repente se sumerge en un liquido a 300°F, con h =
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25 Btu/hr-piez-°F. Mediante el uso del método de anélisis de capa-
cidad concentrada, calculese el tiempo necesario para que la tem-
peratura de la barra alcance una temperatura de 250°F.

4-28. Una placa grande de cobre esta inicialmente a una tem-
peratura uniforme de 200°F. La temperatura de superficie se hace
descender de repente a 100°F. Calculese la razén de transferencia
de calor a través de un plano a 3 plg de la superficie, 5 seg después de
que descendid la temperatura de ésta.

4-29. Una esfera de cobre de 2 plg de diametro estd inicial-
mente a una temperatura uniforme de 500°F. De repente se expone
a un ambiente a 100°F, teniendo un coeficiente de transferencia
de calor h = 5 Btu/hr-pie*-°F. Por el uso del método de analisis de
capacidad concentrada, calcilese el tiempo necesario para que la
temperatura de la esfera llegue a 200°F.

4-30. La placa de acero inoxidable mostrada, estd inicialmente
a una temperatura uniforme de 300°F, y se expone de repente a un
ambiente convectivo a 100°F con h = 3 Btu/hr-pie*°F. Por el uso
de técnicas numéricas, calcilese el tiempo necesario para que la
temperatura a una profundidad de 0.25 plg alcance 150°F. Empléese
una computadora digital, de ser posible.

h Too

4-31. Una placa infinita con un espesor de 1.0 plg, esta inicial-
mente a una temperatura de 300°F, y la temperatura de su super-
ficie se hace descender de repente a 100°F. La difusividad térmica
del material es de 0.07 piez/hr. Calcilese la temperatura en el plano
central después de un tiempo de 1 min, sumando los primeros cuatro
términos de la Ec. (4-3). Verifiquese la respuesta usando las gra-
ficas de Heisler.

4-32. ;Qué error deberd resultar al usar los primeros cuatro
términos de la Ec. (4-3) para calcular la temperatura en » =0y
x=1L?

4-33. Una placa grande de aluminio a una temperatura uniforme
de 100°F, se expone de repente a un flujo de calor por unidad de
area constante de 5000 Btu/hr-piez. ;Cual es la temperatura a la
profundidad de 1 plg, después de un tiempo de 2 min?

4-34. Para la placa en el Prob. 4-33, jcuinto tiempo pasari
para que la temperatura alcance 300°F a una profundidad de 1 plg?
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4-35. El cuerpo bidimensional de la Fig. 3-6 tiene la tempe-
ratura inicial de la superficie y la interna, como se muestra y se
calcula en la Tabla 3-2. A un tiempo cero, la temperatura de la cara
a 500°F se hace descender de repente a 100°F. Tomando ax = Ay =
0.5 pie, y « = 0.5 pie*/hr, calcilense las temperaturas en los nodos
1, 2, 3, 4, después de 30 min. Higanse los calculos usando el mé-
todo de diferencias hacia adelante y hacia atras. Para el método de
diferencias hacia atras usénse solamente dos incrementos de tiempo.

4-36. Desarréllese una férmula de diferencia hacia atris para
un nodo de frontera sujeto a un ambiente convectivo.

4-37. Una esfera de cuarzo fundido tiene una difusividad tér-
mica de 0.037 pie®/hr, didmetro de 1 plg y conductividad térmica
de 0.88 Btu/hr-pie-°F. La esfera est4 inicialmente a una temperatura
uniforme de 80°F, y de repente se expone a un ambiente de convec-
cion a 400°F. El coeficiente de transferencia de calor por conveccién
es de 20 Btu/hr-pie’>-°F. Calctilense las temperaturas en el centro
y a un radio de Y4 plg, después de un tiempo de 4 min.
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