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Prologo

Desde la publicacion de la primera edicion de este libro, se ha extendido
considerablemente la aplicacion de la teoria de placas y liminas al terreno
practico y se han adoptado nuevos métodos. Para ello hemos tenido que
hacer varios cambios y adiciones. Las principales adiciones son: 1) un
apartado sobre la flexién de placas debida al esfuerzo cortante transversal;
2) un apartado sobre la concentracién de tensiones en torno a un agujero
circular en una placa flexada; 3) un capitulo sobre la flexiéon de placas
apoyadas sobre cimentacién elastica; 4) un capitulo sobre la flexién de
placas anisétropas, y 5) un capitulo revisando algunos métodos especiales
y aproximados, usados en el calculo de placas. Hemos ampliado también el
capitulo sobre flechas grandes de placas, afiadiendo varios casos nuevos de
placas de espesor variable y algunas tablas numeéricas que facilitan el
calculo de las mismas.

En la parte del libro referente a la teoria de laminas nos hemos limitado
a la adicién del método de la funcién de tensiones en la teoria de laminas
membrana y algunas adiciones menores en la teoria de flexién de laminas.

La teoria de laminas se ha extendido rapidamente en los Ultimos afios
v han aparecido varios libros nuevos sobre este tema. No siéndonos por ello
posible desarrollar estos nuevos avances con detalle, nos hemos limitado a
una simple referencia a la nueva bibliografia en la que los lectores especial-
mente interesados por el tema encontraran la informacién necesaria.

S. TIMOSHENKO
S. WoiNowsKY-KRIEGER
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Notacion

Coordenadas cartesianas rectangulares.

Coordenadas polares.

Radios de curvatura de la superficie media de una placa en planos
paralelos al ¥z o yz respectivamente.

Canto o espesor de una placa o una limina.

Intensidad de una carga repartida.

Presion.

Carga concentrada.

Peso especifico.

Tensiones normales paralelas a los ejes x, ¥y y z.

Tensién normal paralela a la direccién n.

Tensién normal en el sentido del radio en coordenadas polares.
Tensiones normales en las direcciones de las tangentes.

Tensién tangencial.

Tensiones tangenciales en coordenadas cartesianas rectangulares.
Componentes de los desplazamientos.

Alargamiento unitario.

Alargamientos unitarios en las direcciones x, y, =z.
Alargamiento unitario radial en coordenadas polares.
Alargamientos unitarios en las direcciones de las tangentes.
Alargamientos unitarios de una ldmina en las direcciones del meri-
diano y el paralelo respectivamente.

Deformaciones transversales en coordenadas cartesianas rectangu-
lares.

Deformacién transversal en coordenadas polares.

Moédulo de elasticidad normal.

Moédulo de elasticidad transversal.

Coeficiente de Poisson.

Energia de deformacién.

Rigidez a flexién de una placa o ldmina.
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NOTACION

Momentos flectores por unidad de longitud en secciones de una
placa perpendiculares a los ejes ¥ e y respectivamente.

Momento torsor por unidad de longitud en una seccion de una
placa perpendicular al eje x.

Momentos flector y torsor respectivamente, por unidad de longitud
en una seccién de una placa perpendicular a la direccién n.
Esfuerzos cortantes paralelos al eje z, por unidad de longitud en
secciones de una placa perpendiculares a los ejes x e y respectiva-
mente.

Esfuerzo cortante paralelo al eje 2 por unidad de longitud en una
seccién de una placa perpendicular a la direccién .

Esfuerzos normales por unidad de longitud en secciones de una
placa perpendiculares a los ejes x e y respectivamente.

Esfuerzo cortante en la direccién del eje y por unidad de longitud
en una secciéon de una placa perpendicular al eje x.

Momentos flectores radial y tangencial y momento torsor en coor-
denadas polares.

Esfuerzos cortantes radial y tangencial. .
Esfuerzos normales por unidad de longitud en direcciones radial
y tangencial.

Radios de curvatura de una ldmina en forma de superficie de revo-
lucién en un plano meridiano y en el plano normal perpendicular
al meridiano respectivamente.

Cambios de curvatura de una ldmina en el plano meridional y en
¢l plano perpendicular al meridiano respectivamente.

Torsién de una lamina.

Componentes paralelas a los ejes x, ¥ y 2 de la intensidad de la
carga externa, que actiia sobre una limina.

Fuerzas de membrana por unidad de longitud de las secciones
principales normales de una lamina.

Momentos flectores por unidad de longitud en las secciones meri-
dional y perpendicular al meridiano respectivamente, en una ldmina.
Cambios de curvatura de una ldmina cilindrica en un plano axial
v en un plano perpendicular al eje respectivamente. -
Fuerzas de membrana por unidad de longitud en una seccién axial
y en una seccién perpendicular al eje en una liamina cilindrica.
Momentos flectores por unidad de longitud en una seccién axial
y en una seccién perpendicular al eje respectivamente en una ldmina
cilindrica.

Momento torsor por unidad de longitud en una seccién axial de
una ldmina cilindrica.

Esfuerzos cortantes paralelos al eje z por unidad de longitud en
una seccién axial y una seccién perpendicular al eje respectivamente
en una lamina cilindrica.

Logaritmos naturales.

Logaritmos decimales.
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Introduccion

Las propiedades de la flexién de una placa dependen grandemente de
su espesor en comparacion con las restantes dimensiones. En el siguiente
estudio distinguiremos tres clases de placas: 1) placas delgadas con pe-
quedias flechas; 2) placas delgadas con grandes flechas; 3) placas gruesas.

Placas delgadas con pequenias flechas

Si las flechas w de una placa son pequefias en comparacién con su
espesor o canto ks, puede desarrollarse una teoria suficientemente aproxi-
mada para la flexién bajo cargas laterales, haciendo las siguientes hipétesis:

1. No hay deformacién en el plano medio de la placa. Este plano
permanece neutro durante la flexion. .

2. Los puntos situados inicialmente en una normal al plano medio d
la placa, permanecen después de la flexién en una normal a la
superficie media de la placa.

3. Las tensiones normales en la direcciéon transversal de la placa son
despreciables.

Apoyandose en estas hipdtesis, todas las tensiones pueden expresarse en
funcién de.la flecha w de la placa, que a su vez es funcién de las coorde-
nadas en el plano de la placa. Esta funcién tiene que satisfacer una ecuacién
diferencial lineal en derivadas parciales, que, junto con las condiciones de
contorno, define completamente w. Asi la solucién de esta ecuacion da toda
la informacién necesaria para el calculo de las tensiones en cualquier punto
de la placa.

La segunda hipdtesis equivale a despreciar el efecto de los esfuerzos
cortantes en la deformacion de las placas. Esta hipotesis es ordinariamente
aceptable, pero en algunos casos (por ejemplo en los casos de placas con
agujeros) el efecto del esfuerzo cortante llega a ser importante y es preciso
introducir algunas’correcciones en la teoria de placas delgadas (v. ap. 39).

Librodot
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16 TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS

Si ademas de las cargas laterales, hay fuerzas externas que actan en el

plano medio de la placa, la primera hipGtesis ya no es aceptable, y es

necesario tener en cuenta el efecto que producen sobre la flexién, las
tensiones que actian en el plano medio de la placa. Esto puede hacerse
introduciendo términos adicionales en la ecuacion diferencial de las placas
antes citada (v. ap. 90).

Placas delgadas con grandes flechas

La primera hipdtesis s0lo se verifica completamente si la placa se
deforma segln una superficie desarrollable. En otros casos la flexion de la
placa va acompanada de deformacion en el plano medio de la placa, pero
el calculo demuestra que las correspondientes tensiones en el plano medio
son despreciables si las flechas son pequefias en comparacion con el espe-
sor. Si las flechas no son pequefias, estas tensiones suplementarias deben
ser tenidas en consideracion al deducir la ecuacién diferencial de las placas.
Por este camino obtenemos ecuaciones no lineales y la solucién del proble-
ma se hace mucho mas complicada (v. ap. 96). En el caso de grandes flechas
hemos de distinguir también entre bordes inméviles y bordes libres de
moverse en el plano de la placa, los cuales pueden tener una considerable
contribucién en el valor de las flechas y tensiones de las placas (v. aps. 99,
100). Debido a la curvatura de la deformada del plano medio de la placa,
las tracciones suplementarias que predominan, actian en oposicién a las
cargas laterales; de este modo la carga es transmitida en parte por la rigidez
a flexién y en parte por el efecto de membrana de la placa. En consecuen-
cia, placas muy delgadas con resistencia a flexiéon despreciable se compor-
tan como membranas excepto tal vez para una estrecha zona de borde
donde la flexién puede ocurrir a causa de las condiciones de borde impues-
tas a la placa.

El caso de una placa deformada segiin una superficie desarrollable, en
particular cilindrica, debe considerarse como una excepcién. Las flechas de
una placa tal pueden ser del orden de su espesor sin que necesariamente se
produzcan tensiones de membrana y sin afectar al caracter lineal de la
teoria de flexidn. Las tensiones de membrana surgirian en todo caso en tal
placa, si los bordes fueran inméviles en su plano y las flechas suficiente-
mente grandes (v. ap. 2). Por consiguiente, «en placas con pequefias flechas»
las fuerzas de membrana, originadas por los bordes inméviles en el plano
de la placa, pueden ser practicamente despreciadas.

Placas gruesas

Las teorias aproximadas de placas delgadas, ya discutidas no son dignas
de confianza en el caso de placas de espesor considerable, especialmente en
el caso de cargas muy concentradas. En tal caso se aplicara la teoria de
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placas gruesas. Esta teoria considera el problema de las placas como un
problema de elasticidad tridimensional. El analisis tensional se hace en
consecuencia mas complicado y hasta ahora s6lo ha sido completamente
resuelto para unos pocos casos particulares. Con el empleo de este analisis
pueden introducirse a la teoria de las placas delgadas las correcciones
necesarias en los puntos de aplicacion de cargas concentradas.

Las principales hipdtesis de la teoria de las placas delgadas forman
también la base de la teoria usual de laminas delgadas. Existe sin embargo
una diferencia sustancial en el comportamiento de placas y laminas hajo la
accion de cargas externas. E! equilibrio estatico de un elemento de placa
bajo carga lateral es s6lo posible mediante la actuacion de momentos
flectores y torsores, ordinariamente acompanados de esfuerzos cortantes,
mientras que una lamina es, en general, capaz de transmitir la carga de
superficie por tensiones «de membrana», que actian paralelamente al plano
tangente en un punto dado de la superficie media de la lamina y se distri-
buyen uniformemente en el espesor de la limina. Esta propiedad de las
laminas las hace por regla general mucho mas rigidas y estructuras mas
econdémicas de lo que seria una placa en las mismas condiciones.

En principio, las fuerzas de membrana son independientes de la flexion
y estan totalmente definidas por las condiciones de equilibrio estatico. Los
métodos de determinacion de estas fuerzas representan la llamada «teoria
membrana de las laminas». Sin embargo, las reacciones y deformacion
obtenidas para los bordes de las laminas mediante la teoria membrana, son
ordinariamente incompatibles con las condiciones de contorno reales. Para
salvar esta distancia hay que considerar en una zona de borde la flexion de
la lamina, que puede modificar ligeramente los valores de las fuerzas de
membrana inicialmente calculados. Esta flexién, sin embargo, ‘tiene carac-
ter muy localizado' y puede calcularse aplicando las mismas hipétesis que
se usan en el caso de flechas pequeiias de placas delgadas. Hay, no obstante,
problemas, especialmente los concernientes a la estabilidad elastica de las
laminas, en los que la hipotesis de pequefias flechas no pueden mantenerse
y es preciso usar la «teoria de grandes flechas». .

Si el espesor de una lamina es comparable al radio de curvatura, o si se
consideran tensiones en puntos proximos a los de aplicacidon de cargas
concentradas, debe aplicarse una teoria mas rigurosa, similar a la teoria de
las placas gruesas.

' Hay algunas clases de ldminas, especialmente las que tienen curvatura negativa, que

presentan numerosas excepciones. En los casos de superficies desarrollables como conos o
cilindros, son posibles grandes flechas sin deformacion en la superficie media y, en algunos
casos, pueden despreciarse las tensiones de membrana pudiendo ser suficiente la sola consi-
deraciéon de las tensiones de flexion.

2.—TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS
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Flexion de placas largas
rectangulares en una superficie
cilindrica

1. Ecuacion diferencial de la flexion cilindrica de las placas

Comenzamos la- teoria de la flexién de las placas por el problema
sencillo de la flexién de una placa larga rectangular sometida a una carga
transversal constante, a lo largo de la placa. La superficie flexada de una
porcién de una placa semejante, tomada a una gran distancia de los extre-
mos' puede suponerse cilindrica, con su eje paralelo a la longitud de la
placa. Podemos pues limitarnos al estudio de la flexién de una franja
elemental, cortada en la placa segun dos planos perpendiculares a la longi-
tud de la placa y de ancho unidad. La flecha de esta franja esta dada por
una ecuacién diferencial semejante a la de la flecha de una viga flexada.

Para obtener esta ecuacién, se considera una placa de espesor unifor-
me A y se toma el plano xy como plano medio de la placa antes de la
aplicacién de la carga, es decir el plano equidistante de sus dos caras. Se
hace coincidir el eje y con uno de los bordes longitudinales de la placa y se
orienta el eje de las z hacia abajo como indica la figura 1. Entonces si la

/II x
__L__._\.A’
i
N T
b4 ‘Wiz
FiG. 1

' _La relacién entre la longitud y el ancho de una placa para que ,13 tensién maxima pueda
aproximarse a la de una placa infinitamente larga se estudia mds adelante (véase pags. 139
y 147).
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anchura de la placa es [, la banda elemental puede considerarse como una
barra rectangular de longitud [ y de altura 4. Calculando las tensiones de
flexion en tal barra se supondra como en la teoria ordinaria de vigas, que
las secciones transversales de la barra permanecen planas, durante la fle-
xi6n, no sufriendo mas que un giro con respecto a sus fibras neutras. Si sus
extremos no soportan fuerzas normales, la superficie neutra de la barra
coincide con la superficie media de la placa y el alargamiento unitario de
una fibra paralela al eje x es proporcional a su distancia z a la superficie
media. La curvatura de la deformada o linea elastica puede ser considerada
igual a —d*w/dx® donde w, flecha de la barra en la direccién de las z, se
supone pequefia en comparaciéon de /. El alargamiento unitario €, de una
fibra situada a una distancia z de la superficie media es ahora — 2d?u/dx?.

TYYvy
b)

Fic. 2

Segun la ley de Hooke, los alargamientos unitarios €, y €, en funcién
de las tensiones normales o, y ¢, que actian sobre el elemento rayado son

e_a, voy
*“E"E

_o_ v _ g 1)
“T“F E "

dorde E es el médulo de elasticidad del material y v el coeficiente de
Poisson. La deformacién lateral en la direccién de las y debe ser nula a fin
de mantener la continuidad en la placa durante la flexién, de donde se
deduce, segin la segunda de las ecuaciones (1), que 6. = vo,. Sustituyendo
este valor en la primera de las ecuaciones (1), se obtiene

€ = (1 - "2)01
y i E
_ Ee, Bz dw
A R Bl e ¥ @)

Si la placa esta sometida a la accién de fuerzas de traccién o de com-
presion actuando en la‘direccién x y distribuidas uniformemente a lo largo
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de los lados longitudinales, la tensién directa correspondiente se suma a la

tensién (2). .
Conociendo la expresiéon de la tensién de flexién o, se obtiene por

integracién el momento flector en la franja elemental:

M= M2 ad w2 Ez? dw En3  dw
Y /~h/21—fﬁd—x§ $= =30 = Y de?
Con la notacién
Eh3
i - P / (3)

se representa la ecuacién de la deformacién de la banda elemental bajo la
iente:
forma siguie Dd2_w o @
dx?
donde la cantidad D, que toma el lugar de la cantidad EI en el caso de las
vigas, se llama rigidez a flexion de la placa.

Se ha visto que el calculo de flechas de la placa se reduce a la integra-
cién de la ecuacién (4), que es de la misma forma que la ecuacion diferen-
cial de ta flecha de las vigas. Si no hay mas que una carga transversal
actuando sobre la placa y si los bordes pueden aproximarse uno al otro en
el momento de la flexién, la expresidn para el momento flector M puede
ser asimismo calculada y la deformada obtenida por la integracién de la
ecuacion (4).

En la practica el problema es mas complicado, pues la placa esta habi-
tualmente fija en su contorno y sus bordes no estan libres. Tal forma de
apoyo provoca las reacciones de traccién a lo largo del contorno tan pronto
como aparece la flecha. Estas reacciones dependen del valor de la flecha y
modifican el valor del momento flector M de la ecuacion (4). El problema
se reduce al estudio de la flexion de una franja elemental sometida a la
accién de una carga transversal y también a una fuerza axial que depende
de la flecha de la franja!. A continuacién se considera este problema para
el caso particular de una carga uniforme actuando sobre una placa, cuyos
bordes estan sometidos a diversas condiciones.

2. Flexion cilindrica de placas rectangulares uniformeménte carga-
das con bordes simplemente apoyados

Consideremos una placa larga rectangular cargada uniformemente con
los bordes longitudinales libres para girar, pero que no pueden aproximarse

) ' El primero que estudi6 el problema de esta forma fue I. G. Boobnov; véase la traduccién
inglesa de su libro en Trans. Inst. Naval Architects, vol. 44, pag. 15, 1902, y su Theory of
Structure of Ships, vol. 2, pag. 545, San Petersburgo, 1914. Véase también la Memoria pre-
sentada por Stewart Way al National Meeting of Applied Mechanics, Nueva Haven, Conn.,
junio 1932; de esta Memoria estin tomadas las curvas utilizadas en los apartados 2 y 3.
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uno al otro durante la flexiéon. Una franja elemental cortada en esta placa
como muestra la figura 1, se comporta como una barra uniformemente
cargada, sometida a la accién de una fuerza axial S (fig. 3). La magnitud
de S es tal que impide que los extremos de la barra se desplacen a lo largo

Fic. 3

del eje de las x. Sea g la intensidad de la carga uniforme, el momento flector
en toda seccion transversal de la franja es

2
M=%, ¥ _g

2 2
Sustituyendo en (4), se obtiene
d>w  Sw _ qlr , g2?
&' D~ 2D 2D @
Introduciendo la notacién .
S 2 .
pa=" (5)

la solucién general de (@) puede escribirse de la forma siguiente:
ux gl’x ql’x* ql*
I 8D 84D 16uD
Las constantes de integracién C, y C, se determinaran a partir de las

condiciones de los extremos. Puesto que las flechas de la franja son nulas
en los extremos, se tiene

2ux 2
w:ClshT+C20h (b)

w =0 parax =0y x =1 (c)

Sustituyendo @ en la expresidon (b), se obtiene de estas condiciones

ql* 1 — ch2u ql*
C, = Cy = ——
16u*D sh 2u 16u*D
v la ecuacién (b) de la flecha @ toma la forma
N 1 —ch?2 2 2 2 x?
q 4 ( ch 2u h ux 4 ch ux ) qlx B qlfx
16u*D sh 2u 1 l 8u’D  8u*D
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Sustituyendo
ch2u = ch®u + sh®u sh2u = 2shuchu

ch?u =14+ sh®u

se puede representar (b) bajo una forma mas sencilla

: 2 2
14 — sh ush il + chuch w oPx
q
= -1 I —x
¥ “{6u'D ch u swp L T
h (1 2x> ‘
chu - — :
obien  w =" \ g gy ©)
16uD L chu 842D

Asi, las flechas de la franja elemental dependen de la cantidad u que como
se ha visto en la ecuacién (5), es una funcién de la fuerza axial S. Esta
fuerza puede determinarse a partir de la condicién impuesta a los extremos
de la franja (fig. 3) de no desplazarse a lo largo del eje x. Por consiguiente,
el alargamiento de la franja debido a las fuerzas S es igual a la diferencia
entre la longitud del arco a lo largo de la deformacién y la cuerda de
longitud /.

Esta diferencia para pequefas flechas puede ser representada por la

féormula?
1 [1/dw\?

Para calcular el alargamiento de la franja debido a las fuerzas S, se
supone que la deformacién lateral de la franja en la direccién de las y esta
impedida y se utiliza la ecuacion (2).

S =)l 1 [t dw\e
A= T0E _5/;<dx>dx _ ()

Sustituyendo en la ‘ecuacién (6) de w integrando, se obtiene, pa~: el
calculo S la ecuacién siguiente:
S — »#)1 qzz7<5 thu+ 1 th’u 5 N 1
RE ~ D* \256 u* = 256 u®  256u® 384t )
donde, sustituyendo S por 4u*D/P y D por su valor sacado de la ecua-
cién (3) se obtiene finalmente la ecuacion
E*h? 135 thu +27 th? u 135 n 9
1 — #eR¢l* 16 u® 16 u® 16u®*  8u®
Para un material, una relacién h/l y una carga ¢ dadas, el primer
miembro de esta ecuacion se calcula facilmente y el valor de u que satisface

(8)

! Véase Timoshenko, Strength of Materials, parte 1, 3.* ed., pag. 178, 1955.
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a esta ecyacion puede encontrarse por un método aproximado. Para sim-
plificar esta solucién, se puede utilizar las curvas de la figura 4. Las abscisas
representan los valores de u y las ordenadas las cantidades In (10* \ U,)
donde U, representa el valor numeérico del segundo miembro de la ecua-
cién (8). Se utiliza \ﬁUo porque es mas facil calcularlo a partir de la carga
y de las constantes de la placa. Se introduce el factor 10* a fin de obtener
los logaritmos positivos. En cada caso particular se comenzara por calcular
la raiz cuadrada del primer miembro de la ecuacién (8), igual a

ER* /(1 — ¥*)gl* y que da V' U,. La cantidad In (10* V'U,) dara entonces la

13
A
S
- A Curva A para valores deude 0 a
Slals N Curva B para valoresdeude4a 8
‘-_C-EE Curva C avlog%:hJ 1
1,2" N
U)m|< N
sle| ®
zigle
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\
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h
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ordenada utilizada en la figura 4, y el valor correspondiente de u se obtiene
asimismo a partir de la curva. Conociendo u se obtiene el valor de la fuerza
axial S a partir de (5).

Se comprueba, calculando las tensiones, que la tensién total en toda
secciéon transversal de la franja es igual a la suma de una tension de flexion
proporcional al momento flector y de una traccién igual a S/h es constante
a todo lo largo de la longitud de la franja. La tensiéon maxima se produce
en mitad de la franja, donde el momento flector es maximo. A partir de la
ecuacion (4) se encuentra para el momento flector maximo

d*w
Mméx = —D(W)z=l/2

Sustituyendo la expresion (6) de w, se obtiene

12
Mas =% () ©
donde 1~ shu
Yo = 7 (e)
2

Los valores de y, estan dados por las curvas de la figura 5. Se ve que

estos valores disminuyen rapidamente cuando u aumenta, y, para grandes
valores de u, el momento flector maximo es varias veces menor que el
momento gl?/8, valor que se obtendra si no hubiera reacciones de traccién
en los extremos de la franja.

La tension de traccién o; y la tension de flexion maxima o, se expresan
por consiguiente facilmente en funcién de u, g, y las constantes de la placa

S 4u?D Eu? h\?

=T TRE T3 =) (7) (10)
6 3 1\?

02=h—2Mmax =1q(ﬁ> Yo (11)

La tension en la placa es
Omix — 01 + (e

Tomemos un ejemplo numérico para mostrar cémo se pueden utilizar
las curvas de las figuras 4 y 5 a fin de calcular las tensiones maximas y sea
una placa larga de acero de 130 cm de ancho, 13 mm de espesor que soporta
una carga uniforme ¢ = 1,4 kgf/cm® Primeramente calculamos Vv'U,:

x
E (R 21-10° 1
U = . { = - = T =

VPe=a= vz)q(l) (10,3514 108 — 001648

Entonces, de las tablas

In(10* v/U,) = 2,217
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De la curva A en la figura 4 se deduce u = 3,795 y de la figura 5
obtenemos y, = 0,1329.
Se calculan ahora las tensiones utilizando las ecuaciones (10) y (11)

hallando 2,1-408%- 3,795 1
o = — . = 1108 kgf/cm?®
31 —0,3%) 104

o = 4 -1,4-10%:0,1329 = 1395 kgf/cm?
Ome = 01 + 02 = 2503 kgf/cm?

Para calcular la flecha maxima se sustituye x = [/2 en la ecuaciéon (6)
de la deformada. Asi se obtiene

_ bql* '
Woge = 584—Df°(u) (12)
u2
donde Jolw) = S
24

Para simplificar los calculos, los valores de f;(u) estan dados por una
curva de la figura 5. Si no hay reacciones de traccion en los extremos de la
franja, la flecha maxima sera igual a 5¢/*/384D. El factor f,(u) da la influen-
cia de las reacciones de traccidén, la cual disminuye rapidamente cuando
u aumenta.

En la figura 5, para el ejemplo numeérico precedente hallamos para
u = 3,795 que el valor de f(u) es 0,145. Sustituyendo este valor en (12),
se encuentra

Woa = 12+ 0,145 = 1,74 cm

Se ha visto, en la ecuacién (8) que el parametro de traccion u depende,
para una placa dada, de la intensidad de la carga ¢ y de la relacion [/h
anchura a espesor de la placa. De las ecuaciones (10) y (11) se deduce que
las tensiones o, y &4, son también funciones de u, g y I/h. Por lo tanto, la
tensién maxima en la placa no depende mas que de la carga ¢ y de la
relacion I/h. Esto significa que se puede trazar un haz de curvas que dan la
tension maxima en funcién de ¢, correspondiendo cada curva a un valor
particular de //h. Estas curvas estin representadas en la figura 6.

Se ve que, debido a la presencia de las tracciones S, que aumenta
con la carga, la tension maxima no es proporcional a la carga ¢, y para
valores grandes de ¢ esta tension no varia mucho con el espesor
de la placa. Tomando la curva senalada con /A = 100 y tomando ¢ =
= 1,4 kgf/cm?, obtenemos en la curva el valor de o, calculado ya en el
ejemplo numérico.
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4000 T T T T
Tensiones en placas de acero simplemente l

apayadas en los bordes

3000
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Fic. 6

3. Flexion cilindrica de placas rectangulares uniformemente carga-
das con bordes empotrados

Se supone que los bordes longitudinales de la placa estan fijos de tal
manera que no pueden girar. Tomemos una franja elemental de ancho
unidad (fig. 1) y llamemos M, el momento flector por unidad de longitud
que actaa sobre los bordes longitudinales de la placa, las fuerzas que actian
entonces sobre la franja son las indicadas en la figura 7. El momento flector
de la franja, en una seccion transversal, es

_d, @
M = 5 X ) Sw + Mo
sustituyendo en (4) obtenemos
dw S gk gr: M,
& DY~ "2 t2b "D (a)
1
Mo Mo
s( '\' NS
L oLy ¥y (X -
N al”
2 2
z Fic. 7
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La solucién general de esta ecuacién, utilizando la notacién (5) toma
la forma siguiente:

2 2 B 2x? I M,
ux+C2Ch ux+qx q q o

— C, sh ~ -
W=t I 82D 8#D 164D 42D

(b)

Comprobando que la deformacién es simétrica con respecto a la mitad
de la franja, se determinan las constantes de integracién C,, C, y el mo-
mento M, a partir de las condiciones siguientes:

dw 0 0 /
T x — x = —
dx para Y 2 ©)
w =0 parax = 0
Sustituyendo en la expresion (b) de w se obtiene
I *
C, = S CZ:-——q cth u
161*D 162D
ql? ql ql?
M, = 2E 4 cth u =— e y1(u) (13)
3y —
donde ) — S thw
u® thu

La flecha w esta dada entonces por la expresion

4

gl b 2ux n ql b u ch 2ux
t
16D 1 16wD "€

ql?x qlx® ql*
-+ — — c
81D  8u’D 162D

La que puede ser simplificada y finalmente puesta en la forma siguiente

th u

2x
e el %) F—
q q — X)x
w = - 1 -
164°D th u chu + 8u2D (14

Para calcular « se procede de la misma manera que en el articulo
precedente y se utiliza la ecuacién (d) de dicho articulo sustituyendo en la
expresion (14) de w e integrando se obtiene

S — @) It ( 3 1 1 1 >
- 4

= — +
hE D? 256u’th u 256u* sh® u 644 + 384u

La ecuacién para calcular u se transforma, después de haber sustituido

S de (5) y D de (3)

E*h® 81 27 27

9
(1 — »)2gel "~ 16u"thu  16u°sh®u + 448 * Sub (15)
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Para simplificar la solucién de esta ecuacin, se utiliza la curva de la
figura 8 en la que u aparece en abscisas y In (10* \/(71) representa el
segundo miembro de la ecuacién (15). Para una placa dada se empieza por
calcular la raiz cuadrada del primer miembro de la ecuacion (15), igual a
ER[(1 — +*)gl"] que nos da VU, se determina la ordenada de la curva

137 140
ke
4 [+ e Curva A para valores deude 0a 4
ele 2 Curva B para valores deude 4a 8
cle|£ Curva C para valores de ude 8212
1,21 35
[ONN: 3¢
Il « o ‘
ziele \
3 3 =]
OOV N
\
N\
1,1420130
N,
N N
\
N
N
1, 2,5 N y
% r Curva B "N Curva C & ‘Curva A
h N
N, .
NN Dy
NN ;\
09715120 ™\ x
| | N N
N
hN
N
\ .y
o8 {15H A
.
] N
T 1] in10* A/U,(u) para diversos valores de U
14
11 ] - ]
07+10M1,0 AN SN
2 5 : : §
8 q 10 i 12
Valor de u
Fic. 8
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(fig. 8) que es (10 V'U)) y la abscisa correspondiente que da el valor
buscado de u.

Conociendo u, se puede empezar a calcular las tensiones maximas en la
placa. La tensién total en todo punto de la seccién transversal de la franja
se compone del esfuerzo de traccion constante ¢y, y de la tension de flexién.
La tension de flexién maxima o, actia en los bordes empotrados donde el
momento de flexién es maximo. Utilizando las ecuaciones (10) y (13) para
calcular o, y M, respectivamente, se obtiene

Ey? R\? .

Sl () (z') (16)
2

= = B () b ()

Omix = 01 + g2

Para simplificar el calculo de g, los valores de y, (1) estan dados por una
de las curvas de la figura 5.

La flecha maxima se sitia en ‘el centro de la franja y se obtiene sustitu-
yendo x = [/2 en (14), de donde se deduce

w'=q_l4f(u) (18)
™~ 384D7!

dond ( _24u2+ u u)

onde ' flu)_;Z 2 shu th u

La funcién fi(u) esta también dada por una curva de la figura 5.

Ilustraremos por un ejemplo numérico el empleo de las curvas de las
figuras 5 y 8.

Una placa larga rectangular de acero, tiene dimensiones [ = 130 cm,
h = 13 mm y soporta una carga ¢ = 0,7 kgf/cm®. En este caso B

s 21108 1
VT E <ﬁ) 1 10 — 0,032966

T A —me\l/)  (1-039)-07 10°

In 10* v/ U, = 2,5181
En la figura 8 hallemos ahora u = 1,894; y en la figura 5, %, = 0,8212.
Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (16) y (17) hallamos
2,1-10¢- 1,894
oy = = 276 kgf/cm?®
31 — 0,3%)10°
o =% -0,7-10%- 0,8212 = 2874 kgf/cm?
Omx = 01 + 05 = 3150 kgf/cm®

Comparando estos valores de las tensiones con las tensiones maximas
obtenidas para una placa de las mismas dimensiones pero sosteniendo una
carga doble con bordes simplemente apoyados (v. pag. 25), se puede dedu-
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cir que bajo el efecto del empotramiento de los bordes, la tension de
traccién directa decrece considerablemente mientras que la tensiéon de
flexién maxima aumenta sensiblemente, por mas que tensién total maxima,
para los bordes empotrados es mayor que en el caso de bordes simplemente
apoyados.

Si se ha operado como en el articulo precedente, se puede deducir que
la tensién maxima, en una placa, no depende mas que de ¢ y de l/h y se

Sesle 1w |

R i e
/s :\\// pran

00 // /; // /,/_/ i

o ////

0 // | .

Carga en kgffm?® ~
Fic.9

AN

r\&(\ [N

Tensiones en kgf/cm?
g
\\
N

Tensiones en placas de acero
empotradas en sus bordes
Relacién ancho: espesor = I/h

puede trazar una serie de curvas que dan la tensién maxima en funcién de
g, cada curva de la serie corresponde a un valor particular de I/h. Estas
curvas estan representadas en la figura 9. Cuando el esfuerzo axial sobre
las flechas de la franja es débil, se ve que para pequefios valores de g, la
tensién maxima aumenta aproximadamente en la misma proporcién que la
carga g. Pero para grandes valores de g la relacion entre la carga y la tension
maxima ya no es lineal.

La tabla 1 da los valores numéricos de todas las funciones de las figu-
ras 4, 5 y 8. Se puede utilizar este cuadro en lugar de las curvas para el
calculo de tensiones y flechas maximas de placas largas rectangulares
uniformemente cargadas.
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4. Flexion cilindrica de placas rectangulares uniformemente carga-
das, con bordes elasticamente empotrados

Supongamos que, durante la flexion, los bordes longitudinales de una
placa giran un angulo proporcional al momento de flexion de los bordes.
En este caso, las fuerzas que actian sobre la franja elemental seran, de
nuevo, del tipo de las de la figura 7 y se obtendra para las flechas w la
expresion () del articulo precedente. No obstante las condiciones en los
extremos que permiten determinar las constantes de integracién y el mo-
mento M, estin modificadas, ya que la pendiente de la deformada en los
extremos de la franja no es nula sino proporcional al valor del momento M,

(d—“’) = e (@

y se tiene
dz

donde # es funcion de la rigidez de fijacion de los bordes. Si esta fijacion
es muy flexible, el factor 8 es grande y las condiciones en los extremos estan
mas cerca del caso de bordes simplemente apoyados. Si la fijacion es muy
rigida, # disminuye y las condiciones de los extremos se aproximan a las de
bordes completamente empotrados. Las dos Gltimas condiciones en los
limites son las mismas que las del articulo precedente. Asi se tiene

dw dw
(@), = —om (59)., -0 ®
(W)e—o = 0 .

Aplicando estas condiciones, se encuentran las dos constantes de inte-
gracién y M, 4 partir de (b) del articulo precedente. A causa de la flexibi-
lidad de los bordes, los momentos M, en los extremos seran menores.que
los dados por la ecuacion (13) para los bordes rigidamente empotrados y el
resultado final se puede escribir en la forma

Moo=~y L v (19)

donde y es un factor numérico inferior, dado por la férmula

th u

y =
2
TﬁDu+thu

Se ve que el valor de los momentos M, en los bordes depende del
coeficiente B que define la rigidez de la ecuaciéon. Cuando § es muy pe-
quefio el coeficiente y tiende hacia 1, y M, hacia el valor (13) calculado para
los bordes rigidamente empotrados. Cuando f es muy grande, y y M,
disminuyen y las condiciones de contorno tienden hacia la de los bordes
simplemente apoyados.
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TaBLA 1
¥ | 10 U, | m10v/ U, In10/ U, | fiw | fitw) | w) | w(w | u
0 o o © 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | ©
0,5 | 3,889 3,217 3,801 0,908 | 0,976 | 0,905 | 0,984 | 0,5
406 331 425 .
1,0 | 3,483 2,886 3,376 0,711 | 0,909 | 0,704 | 0,939 | 1,0
310 223 336
1,5 | 3,173 2,663 3,040 0,532 | 0,817 | 0,511 | 0,876 | 1,5
262 182 292
2,0 | 2,911 2,481 2,748 0,380 | 0,715 | 0,367 | 0,806 | 2,0
227 161 257
2,5 | 2,684 2,320 2,491 0,281 | 0,617 | 0,268 | 0,736 | 2,5
198 146 228
3,0 | 2,486 2,174 2,263 0,213 | 0,529 | 0,200 | 0,672 | 3,0
175 134 202
3,5 | 3,311 2,040 2,061 0,166 | 0,453 | 0,153 | 0,614 | 3,5
156 124 180
40 | 2,155 1,916 1,881 0,132 | 0,388 | 0,120 | 0,563 | 4,0
141 115 163
4,5 | 2,014 1,801 1,718 0,107 | 0,335 | 0,097 | 0,519 | 4,5
128 107 148
50 | 1,886 1,694 1,570 0,088 | 0,291 | 0,079 | 0,480 | 5,0
: 118 100 135
55 | 1,768 1,594 1,435 0,074 | 0,254 | 0,066 | 0,446 | 5,5
108 93 124
6,0 | 1,660 1,501 1,311 0,063 | 0,223 | 0,055 | 0,417 | 6,0
100 88 115
6,5 | 1,560 1,413 1,196 0,054 | 0,197 | 0,047 | 0,391 | 6,5
93 82 107
7,0 | 1,467 1,331 1,089 0,047 | 0,175 | 0,041 | 0,367 | 7,0
87 78 100
7,5 | 1,380 1,253 0,989 0,041 | 0,156 | 0,036 | 0,347 | 7,5
82 74 94
80 | 1,298 1,179 0,895 0,036 | 0,141 | 0,031 | 0,328 | 8,0
77 70 89
8,5 | 1,221 1,109 0,806 0,032 | 0,127 | 0,028 {0,311 | 85
73 67 83
9,0 | 1,148 1,042 0,723 0,029 | 0,115 | 0,025 | 0,296 | 9,0
: 69 63 80
9,5 | 1,079 0,979 0,643 0,026 | 0,105 | 0,022 1 0,283 | 9,5
65 61 75
10,0 | 1,014 0,918 0,568 0,024 | 0,096 | 0,020 | 0,270 | 10,0
63 58 72
10,5 | 0,951 0,860 0,496 0,021 | 0,088 | 0,018 | 0,259 | 10,5
59 55 69
11,0 | 0,892 0,805 0,427 0,020 | 0,081 | 0,017 | 0,248 | 11,0
57 54 65
11,5 | 0,835 0,751 0,362 0,018 | 0,075 | 0,015 | 0,238 |11,5
55 51 63
12,0 | 0,780 0,700 0,016 | 0,069 0,229 12,0

i 0,299

0,014

3.—TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS
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En este caso, la deformada puede ecribirse de la forma:

2x
chlufl — —
ql* thu — y(thu — u) [ < l>] 1

16u*D th u chu
+

2
8u*D
Para y = 1, esta expresién se reduce a la ecuacion (14) que da las
flechas de una placa de bordes rigidamente empotrados. Para y = 0 se
obtiene la ecuacidon (6) de una placa de bordes simplemente apoyados.
Para calcular el parametro de traccion u se opera de la misma manera
que en los casos precedentes, se determina la tracciéon S a partir de la

condiciéon de que el alargamiento de la franja elemental es igual a la dife-
rencia entre la longitud del arco a lo largo de la deformada y la cuerda /.

Por consiguiente
S —»)l 1 [![/dw\?
e "3 fo\dn) ®
Sustituyendo la expresion (20) en esta ecuacion e integrando, se obtiene

E*h?
(Tf;z)z—qu;:(l—‘y)Uo-f-’YUl—‘Y(l—‘Y)(h /(21)

x(I — x) (20)

donde U, y U, representan respectivamente los segundos miembros de las
ecuaciones (8) vy (15), y
27 (u — thu)?
16 wth?u
Los valores de In (10* \/172) estan dados en la tabla 1. Utilizando esta
tabla, la ecuacién (21) se resuelve asimismo por aproximaciones sucesivas,
Para una placa dada se comienza por calcular el primer miembro de esta

ecuacion y utilizando las curvas de las figuras 4 y 8, se determinan los
valores de u:

U, (mth>u —u + thu)

1. Para bordes simplemente apoyados.
2. Para bordes completamente empotrados. (Naturalmente para bordes
elasticamente empotrados « tendra un valor intermedio.)

Dando un valor cualquiera dado a u se calcula U, U, y U, con la ayuda
de la tabla 1 y se determina el valor del segundo miembro de (21). Gene-
ralmente este valor es diferente del de el primer miembro calculado ante-
riormente y sera necesario hacer otro calculo dando un nuevo valor a'u. Dos
calculos son generalmente suficientes para determinar por interpolacién, €l
valor de u que satisfagan a la ecuacién (21). Conociendo u se pueden
calcular a partir de (19), los momentos flectores M, en los extremos. Se
puede también calcular el momento en el centro de la franja y deter-
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minar asi la tensién maxima. Esta tensiéon se producira en los extremos o
en el centro segin el grado de la rigidez de fijacién de los bordes.

5. Efecto sobre las tensiones y las flechas de pequeiios desplaza-
mientos de los bordes longitudinales en el plano de la placa

En el estudio precedente se ha supuesto que, durante la flexion, los
bordes longitudinales de la placa no-se desplazan en el plano de ésta.
A partir de esta hipétesis se ha calculado la traccién S para cada caso
particular. Supongamos ahora, que los bordes se aproximan una longi-
tud A. A causa de este desplazamiento el alargamiento de la franja elemen-
tal disminuira y la ecuacién para el calculo de la traccién S se transformara

Si(1 —»%) _ 1 [tfdw\* ,
—WE —éﬁ (%> de — A (a)

Por otra parte, las ecuaciones (6), (14) y (20) de la deformada quedan
invariables por ser independientes de S. Pueden ser diferenciadas y susti-
tuidas bajo el signo de integracion de la ecuacion (a). Después de haber
calculado esta integral y sustituido S por 4u®’D/[?, se obtiene para bordes
simplemente apoyados

en

3lA
B TR
1 = »)s P = U, (22)
bord trad
y para bordes empotrados o 31
278 2
Eh ¥ _ o, 23)

q2(1 — VZ)ZZS u2

Si 4 se anula, las ecuaciones (22) y (23) deben ser idénticas a (8) y (15)
obtenidas anteriormente para bordes fijos.

El caso mas sencillo se obtiene colocando barras a compresion entre los
lados longitudinales del contorno a fin de impedir que un borde de la placa
se aproxime al otro durante la flexion. Las tracciones S en la placa produ-
cen el acortamiento de estas barras, el cual provoca un desplazamiento 4
proporcional a S'. Si es k el factor de proporcionalidad dependiente de la
elasticidad y de la seccién transversal de esta barra, se tiene

S = kA
donde, sustituyendo S por 4u*D|E se encuentra:
A= 1 Eu’®
k3131 — »?)
3lA
2 4 22
Ut g Eh
y —_ =14 "0
u? k(1 — »?)

' I‘;l soporte del borde se supone tal, que 1 es uniforme a lo largo de los bordes.
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Asi, el segundo factor del primer miembro de las ecuaciones (22) y (23)
es una constante, facilmente calculable si se conocen las dimensiones y las
propiedades elasticas de la estructura conociendo este factor, se pueden
resolver las ecuaciones (22) y (23), exactamente como en el caso de bordes
fijos.

Generalmente el segundo factor del primer miembro de las ecuaciones
(22) v (23) puede depender del valor de la carga que actiia sobre la estruc-
tura y la determinacion de u se hace entonces por aproximaciones sucesivas.
Ilustraremos este procedimiento con un ejemplo que se encuentra al calcu-
lar las tensiones en el casco de un navio cuando encuentra una ola. Los
palastros del fondo de un navio estan sometidos a la presion del agua
uniformemente repartida y también a las fuerzas en el plano de los palastros

mm,

nn,
Fic. 10

debidas a la flexién del casco que se comporta con una viga. Sea b la
anchura del barco en una seccién transversal mn (fig. 10) y / la distancia
entre dos pares sucesivos de las cuadernas. Cuando el seno de una ola esta
en el centro del navio [fig. 11 b)] la flotabilidad disminuye alli y aumenta
en los extremos. El efecto de este cambio en la estructura del navio crea un
momento de flexién descendente y la distancia normal entre los pares de
las cuadernas aumenta. Para calcular exactamente este desplazamiento se
debe tener en cuenta no solamente el momento de flexiéon M sobre el casco
sino también la influencia sobre esta flexién de una cierta variaciéon de las
tracciones S repartidas a lo largo de los lados mn y m n, del palastro de

Flexién hacia arriba

Flexién hacia abajo

b)
Fic. 11
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borde mnm,n, (fig. 10) que consideramos como una placa larga rectangular
cargada uniformemente por la presién del agua. Puesto que los palastros
entre los pares consecutivos estan igualmente cargados no hay giro de los
bordes longitudinales de estos palastros que se pueden considerar como
completamente empotrados a lo largo de sus bordes.

Para determinar 4 que, designa el desplazamiento de mn hacia m,n, en
la figura 10 y que es debido al momento de flexién del casco M y las
reacciones de traccién S por unidad de longitud a lo largo de los lados mn

M M

Sb
a)
Centro de
gravedad A~
Tt T .
Centro de7 —;=r T—
gravedad A ¢ o }
NNy 7
H
b -
b)
Fic. 12

y myn, del fondo se supone que el palastro mnm n, esta sustituido por las
fuerzas uniformemente distribuidas S, de modo que la resultante a lo largo
de mn y m,n, sea Sbh [fig. 12 a)]. Se puede decir entonces que el desplaza-
miento 4, de una cuaderna con relacién a otra, es debido al momento de
flexion M y a la carga excéntrica Sb aplicada en el casco sin fondo.

Si A4, I, ¢, son respectivamente la seccion transversal, el momento
central de inercia y la distancia entre el palastro del fondo y el eje neutro
de la seccién completa del casco, y si 4,, I,, ¢,, son las mismas cantidades
para la seccion del casco sin palastro de fondo, estas Gltimas cantidades se
pueden calcular a partir de las primeras por las relaciones:

A, = A — bh
Ac
61=T1 (b)

Il = I - bhcz —_ A1(01 — 6)2
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El desplazamiento relativo 4, producido por las fuerzas excéntricas Sb,
esta dado por la ecuacion

I —»?) (8, Sbel
Ay = E (—1‘_1: + I, )

en la cual debe introducirse 1 — »* si se ha despreciado la deformacién
lateral. El desplazamiento debido al momento flector M es:

Mcll

A= = 77,

De ahi el desplazamiento total es

A= +a =020 [j—? e Il(f‘lf‘ ,,2)] ©
Sustituyendo en esta expresion S por su valor:
S = 4u?D _ Euh?
2 3i2(1 — »¥)
se obtiene finalmente

Debiendo sustituirse 4 por su valor en (23) para calcular el parametro u.

Apliquemos este resultado a un ejemplo numérico. Sea b = 16 m, I =
= 144 x 10, cm*, 4 = 12560 cm® ¢ = 3,99m, A = 2 cm, [ = 1,20 m,
q = 0,7 kgfjfem® y M = 37 000 m/t. De las ecuaciones (b) obtenemos

A, = 12560 — 1600 - 2 = 9360 cm®
12 560 - 3,90
60 =—""""7 520m
9360

I, =144 - 10°* — 1600 - 2 - 390®> — 9360 (520 — 390)* = 8,10° cm?*
Sustituyendo estos valores en la expresion (d) se determina y se encuen-
tra finalmente

%A?l = 1,410u% — 11,48

La ecuacién (23) entonces toma la forma

E?p8 u? + 1,410u2? — 11,48
q2(1 _ ,,2)2[3 u? -

U,

o bien

1,552Eht u? — 4,763 _
ad = v?)M/ e - YU

Librodot

34

34



Librodot

Teoria de ldminas y placas Capitulo 1 Timoshenki y Woinowsky Krieger

FLEXION EN UNA SUPERFICIE CILINDRICA 39

Sustituyendo los valores numeéricos v tomando logaritmos de ambos
miembros obtenemos

W — 4,763
3,597 + In \/”——2—— = In (10° v/ Ty)
u

Utilizando la curva de la figura 8, esta ecuacion puede resolverse por
aproximaciones sucesivas y obtenemos u = 2,187 y de la figura 5 v, () =
= 0,78. La tensidon maxima se calcula ahora mediante las ecuaciones (16)
y (17) de las cuales tenemos

2,1-10°- 4,783

- = 77— 1022 kgflem?
T 30,01 - 607 gffem
o = 07 60° - 0,780 = 983 keffcm?

o, + 6, = 2005 kgf/cm®,

Omax

Si se hubiera despreciado la tensién de flexion en la placa, debida a la
presiéon del agua y si se hubiera calculado la tensién del limite del fondo
por la férmula ¢ = Mc/I se habra obtenido una tensién maxima igual a

1000 kgf/cm?.

6. Método de calculo aproximado del parametro u

Para calcular el parametro u en las placas donde los bordes longitudi-
nales no se desplazan en el plano de la placa, se utiliza la ecuaciéon

SiL — ) 1 (1 [fdw?
FE T3 ﬁ (ch) dz (@)

que indica que el alargamiento de la franja elemental producido por S es
igual a la diferencia entre la longitud del arco a lo largo de la deformada y
la cuerda . En los casos particulares estudiados en los articulos precedentes
se han obtenido expresiones exactas para las flechas w y las tablas numéri-
cas y las curvas, para determinar el segundo miembro de la ecuacion (a).
S1 no se dispone de tales tablas, la resolucion de (a) se complica y para
simplificar el problema debe recurrirse al método aproximado. Se sabe’ por
el estudio de la flexién de las vigas que, en el caso de extremos simplemente
apoyados con cargas transversales actuando en la misma direccidn, la
deformacion de una franja elemental debida a la asociacion de una carga
transversal y de una traccion S (fig. 3), se puede dar con suficiente apro-
Ximacion por la ecuaciéon

Wo T

i +asen7 (b)

w =

' Véase Timoshenko, Strength of Materials, parte 11, 3.2 ed., pag. 52, 1956.
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en la que w, representa la flecha en el centro de la franja, debida a la carga
transversal sola y a esta dada por la férmula

_s_=s ©
*T 8., #D

Asi a representa la relacion de la fuerza axial S y la carga critica de
Euler, para la franja elemental.

Sustituyendo la expresion (b) en la ecuacion (a) e integrando se obtiene

Si(1 —»)  ruo
RE T 4 + o)

Utilizando entonces la notacién (¢) y sustituyendo D por su expre-
sién (3), se obtiene finalmente

2
a(l + a)? = ?’—i—‘;i’ (24),

A partir de esta ecuacion puede calcularse a en cada caso particular y u
esta entonces determinado por la ecuacién

W= = @

Pondremos un ejemplo numérico para aplicar la ecuacién aproxima- -

da (24). Una placa larga rectangular de acero de bordes simplemente
apoyados y en las que las dimensiones son [ = 1,30 m, # = 1,3 cm, soporta
una carga uniformemente repartida ¢ = 1,4 kgf/cm®. En este caso

5 ql*
Wy = — 1
7 384D
¥, después de haber sustituido por los valores numéricos, la ecuacién (24)
sera

a(l + a)® = 269,56 3
Se puede simplificar la solucién de la ecuacién poniendo
1+a=x (e)
Entonces
x* — x* = 269,56

es decir que x es tal que la diferencia entre su cubo y su cuadrado tiene un
valor conocido. Asi x puede determinarse facilmente mediante una regla de
calculo o una tabla numérica y en nuestro caso se encuentra .

x =68109 y a= 58109
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Entonces de la ecuacién (d) se tiene

u = 3,7865

y de (e) (v. pag. 9)
v, = 0,13316

Para calcular la tensién de fraccidon y la tensiéon maxima de flexion se
utilizan las ecuaciones (10) y (11). Se encuentra entonces:

o, = 1103 kgf/cm?
o, = 1398 kgffcm?®
Omex = 01 + 03 = 2501 kgf/cm?

" Los calculos hechos en el apartado 2 (pag. 25) dan para este ejemplo
Omax = 2503 kgf/cm®.

Se comprueba asi que la aproximacion de la ecuaciéon (24) es muy buena
en este caso. En general, la exactitud depende del valor de u. El error
aumenta con u.

Los calculos muestran que para u = 1,44, el error en la tensién maxima
es solamente de 0,065 9%, y para u = 12,29 que corresponde a placas muy
flexibles, el error es del orden de 0,30 %. Estos valores de u son los
encontrados mas a menudo en la practica y se puede decir que la ecua-
cién (24) puede usarse con suficiente precision en el caso practico de placas
uniformemente cargadas con bordes simplemente apoyados.

Se puede también utilizar cuando la carga no esta uniformemente
distribuida, como en el caso de presién hidrostatica no uniformemente
repartida a lo largo de la franja elemental. Si se calcula la fuerza longitudi-
nal con ayuda de la ecuacion (24) las flechas se obtienen entonces a partir
de (b) y el momento flector en toda seccién transversal, es igual a la suma
algebraica a la carga transversal y del momento producido por la fuerza
longitudinal.

En el caso de bordes empotrados la expresion aproximada de la defor-
mada de una franja elemental puede ponerse en la forma

w=ﬁ_“’ia/—4%(1—cos%’—l’f) | o)

En la que w, es la flecha de la viga empotrada bajo carga lateral teniendo
a el mismo sentido que anteriormente. Sustituyendo w por su valor en (a)
e integrando, se obtiene para la determinacién de a la ecuacién

2 2
a(l + ‘f‘z) = % (25)

_‘ Se pueden obtener valores més precisos para las flechas y para los momentos flectores
sustituyendo el valor aproximado de la fuerza longitudinal en (4) e integrando esta ecuacién
que da (12) y (9).
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que puede ser resuelta en cada caso particular por el método de resolucién
sugerido para (24).

Cuando se conoce a el parimetro u se determina a partir de (d), la
tensidon maxima se calcula entonces utilizando las ecuaciones (16) y (17) y
la flecha maxima mediante la ecuacion (18).

Si durante la flexiéon, un borde se desplaza hacia otro una longitud 4,
debe usarse la ecuacion

SIL— ) 1 [0 (dw\?
hE “5[,(%)‘“‘A @

con preferencia a la ecuacién (a) para los calculos precedentes. Sustituyen-
do (b) en esta ecuacion, se obtiene para determinar a, en el caso de los

bordes simplemente apoyados

@+ 12 w?}lﬂ Swk
1 =
a(l + a) a h (26)
Si los bordes estan empotrados se utiliza (f). Para determinar « se
obtiene entonces

Al
2 T 1255 g

a(l—i—z) — T = (27)

Si se conocen las dimensiones de la placa, la carga ¢ y el desplazamiento
4, las ecuaciones (26) y (27) pueden resolverse facilmente como en articulos
anteriores. Si 4 es proporcional a S, el segundo factor del primer miembro
de las ecuaciones (26) y (27) es una constante v puede determinarse como
se ha visto en articulos anteriores. Asi las ecuaciones pueden resolverse
también facilmente. -

7. Placas largas rectangulares uniformemente cargadas, con pequeiia
curvatura cilindrica inicial

Se ha visto en los apartados 2 y 3 que las tracciones S contribuyen a la
resistencia de las placas neutralizando la flexién producida por las cargas

transversales. Esta accién crece con la flecha. Se puede disminuir todavia

la tensién maxima dando previamente una curvatura oportuna a la placa.
El efecto de tal curvatura inicial sobre las tensiones y las flechas puede
estudiarse' utilizando el método de aproximaciones sucesivas del articulo

precedente.

! Véase el estudio de Timoshenko en Festschrift zum siebzigsten Geburtstage August Foppls,
pagina 74, Berlin, 1923.
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Sea una placa larga rectangular de bordes simplemente apoyados
(fig. 13) la curvatura inicial estad dada por la ecuacién

wy; = dsen 1rTx (a)

Si se aplican las tracciones S en los bordes de la placa, las flechas’
iniciales (a) se reduciran en la relacién /1 + a, donde a tiene el mismo
valor que en el apartado precedente' (pag. 40). La carga transversal asocia-
da a las fuerzas S producira las flechas que se pueden expresar aproxima-
damente por la ecuacién (b) del apartado anterior. Asi la flecha total de la
placa indicada en la figura 13 por la linea de trazos es
T Wo ™ 84+ wo Tz ®)

é
R

v TFe™"T = T+a "7

Supongamos que los bordes longitudinales de la placa no se desplacen
en su plano; la tracciéon S esta determinada a partir de la condicién que el
alargamiento de la franja elemental debido a las fuerzas S es igual a la

|3
>
S w S %
1]
a \\‘~,; L __\.,/’/ ‘9_]:
2 w _— \wl 2
Fic. 13

diferencia entre la longitud del arco a lo largo de la deformada de la franja
y la longitud inicial de ésta. En el caso de pequefias flechas esta diferencia

se expresa por
1 [t /dw\? 1 [t /dw\?
- 2 e N k! c
) 2/;<dx>d.c 2/;)(dx)dx (©)
Sustituyendo las expresiones (a) y (b) de w v w, e integrando se tiene
_ T wY
4] 1+«

Poniendo 1 igual al alargamiento SI(1 — »*) de la banda elemental, se
obtiene finalmente

36 + wo)? _ 38%(1 + a)?
h2

a(l + a)? = %

(28)

! Véase Timoshenko, Strength of Materials, parte 11, 3.2 ed., pag. 52, 1956.
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Si se hace 6 = 0, esta ecuacién se reduce a la ecuacion (24) de una placa
sin curvatura inicial.

Pongamos un ejemplo numérico para montar la influencia de la curva-
tura inicial sobre la tension maxima, aplicando la ecuacion (28). Sea una
placa de acero de longitud 115 cm y de espesor A = 0,95 cm, sometida a
la seccién de una carga uniformemente repartida ¢ = 0,7 kgf/cm®. Si no
hay flecha inicial § = 0 y la ecuacién (28) toma la forma

a(l + a)® = 290

de donde se deduce
o = 597 v u=7§r\/;=3,83

A partir de la ecuacion (10) se obtiene
o, = 790 kgf/cm®
y de (11)
o, = 995 kgf/cm?®.
La tensidén maxima en la placa es
Omex = 01 + 0, = 1785 kgf/cm?

Supongamos ahora que existe una flecha inicial en la placa tal que § =
= h = 0,95 cm. En este caso la ecuacion (28) da
a(l 4+ a)> = 351,6 — 3(1 + a)?
sea
1+a=x
se obtiene
x® + 2x® = 351,6

de donde se tiene
z =645 a=>545 u=g\/2=3,67

De la ecuacién (10) se deduce la tensién de traccién
o, = 714 kgf/em®.

Para calcular la tensién de flexién no se tiene en cuenta mas que la
diferencia de las flechas

™ ad en ™% @

w— w; = senT—l—_{_—;s I

Wo
1+«
La tensi6on méxima de flexién correspondiente al primer término
del segundo miembro de (d), es la misma que para una placa plana
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con u = 3,67. De la tabla 1 se tiene y,== 0,142 y de la ecuacién (11)
o’y = 1071 kgf/cm?®.

El momento flector correspondiente al segundo término de (d) es

_Diz_ __aﬁ__sen‘lr_x =—ﬂsen1r_x
dr? 1+« l 1+ a)i? l
Este momento es negativo y la tensi6n maxima correspondiente
6 1))
o = — T 7 665 kef/cm?
o {1+ P

debe ser restada de la tension de flexién o;, calculada mas arriba. Por
consiguiente la tensién maxima para una placa que tenia una flecha inicial

s Ome = 714 + 1071 — 665 = 1120 kgffcm?

La comparacién de este resultado con el obtenl/do para una placa plana
demuestra que la curvatura inicial de la placa permite disminuir la tensién
maxima de 1785 a 1120 kgf/cm?. Este resultado se ha obtenido suponiendo
que la flecha inicial es igual al espesor de la placa. Aumentando la curvatura
de una placa, la tensién maxima puede reducirse aGn mas.

8. Flexion cilindrica de una placa sobre cimentacion eldstica

Consideremos el problema de flexién de una placa larga rectangular uniforme-
mente cargada, descansando toda la superficie sobre una cimentacion eldstica y
rigidamente apoyada en los bordes (fig. 14).

Cortando como antes una franja elemental de esta placa, se puede asimilar a una

viga sobre cimentacién eldstica. Supongamos que la reaccién de la cimentacién en
todo punto es proporcional a la flecha w en este punto, diferenciando la ecuacién (4)
dos veces!, se obtiene

Dﬁ=q—kw (29)

donde g es la intensidad de la carga que actdia sobre la placa y & la reaccién de la

cimentacién por unidad de superficie para una flecha igual a la unidad. Introduciendo
la notacién

1D (30)

! Ibid., pag. 21.

Librodot



Librodot Teoria de ldminas y placas Capitulo 1 Timoshenki y Woinowsky Krieger

46 TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS

la solucién general de (29) se puede escribir;

2 25 2 2 2 2
w = q + C senﬁsh px + C, sen px ch px + C; cos px sh px
k l ! l ) ! !
25 2
+ C, cos i ch px (a)

l

Las cuatro constantes de integracién se determinan a partir de las condiciones en
los bordes de la franja. En el caso considerado la flecha es simétrica con relacion al
centro de la franja. Asi, tomando los ejes de coordenadas como indica la figura 14, se
llega a' que C; = C; = 0. C, y C, se determinan a partir de las condiciones de

la flecha y el momento flector de la franja nulo en los extremos (x = //2). De ahi

W)zet2 =0

w\ '
patilng = b
(dal:2 )1_1/2 0 ®©

Sustituyendo w por su expresién (a) y recordando que C, = C, = 0, se obtiene
i+ Cisenfshp + C,cospchpg — 0
k ©
Cicosfichfp — C,senffichg =0
de donde se deduce

C. q sen fsh g 4 2sen gshp
e k sen® fsh®p + cos® fch®p k cos2f + ch2p

C. — q cos fch B _ q 2cos Bchp
o k  sen® sh® § + cos® Bch®p k cos28 + ch2p

Sustituyendo los valores de las constantes en (a) y utilizando la ecuacién (30), la
flecha de la franja viene dada por la expresién

ql* 2sen fshp 2f8x 2px
w o= y ( — sen sh
64Dp cos 28 + ¢h 28 l l B
2cos B chy 28x 2px >
- h d
cos 28+ ch2p 1 T @
La flecha en el centro de la franja se obtiene para x = 0
5qlt
(W)zmo = 384D #(B) 7 (31)
donde
6 2cos pchp
o) = (1 - L)
58 cos 28 + ch 2p
Para obtener los giros de los extremos de la placa se deriva (d) respecto a x y se
hace x = — /2. Asi se obtiene
dw ql3
= =2 2
(dx )z-—t/z 24D e1(8) (32)
donde
3 sh28 —sen2f
np) = oy DL

44° ch 28 + cos 28

| Se ha visto que los términos con los coeficientes C, y C; cambian de signo cuando se
sustituye x por —x.
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El momento flector en cualquier secci6én transversal de la franja se obtiene por la
ecuacion

d*w
== -—D————~
M dz?
Sustituyendo = por su expresién (d), se encuentra para el centro de la franja
2
(M)zm0 = = 02(6) (33)
donde

2 sh gsen g

7P = ? ch 28 + cos 28

Para simplificar el cilculo de las flechas y las tensiones los valores numéricos de
las funciones ¢, ¢,y ¢, estdn dados en la tabla 2.

TaBLA 2
T - T

8 i 3 ‘ g1 ’ g2 B ‘\‘ ¢ J (2} [ @2

T T
0,1 1,000 [ 1,000 | 1,000 16 | 018 | 0200 | o164
0.2 0999 | 0999 | 0,999 L7 oISt 0lse | 0129
0.3 } 099 | 0995 0,995 18 | o124 | o138 | o0l
04 0984 | 0983 | 0,983 19 o2 ole | 0079
0.5 J 0,961 | 0961 | 0,959 20 | oos¢ | 0099 | 0062
0,6 0921 | 0923 / 0,919 2o | ooss | oo | 00w
07 | ose3 | o866 | 0859 24 | 0082 | 0055 | 002
08 0787 | 0701 | 78 26 | 0029 | 0043 | 0011
09 | 0698 | 0702 | 0689 28 | 002 | 003 | 0005
1,0 0602 | 0605 | 0591 30 | 0016 | 0028 | 0002

| |
11| o0ss | 0517 | 0494 32| 0012 | 0023  o0m
12 0421 | 0431 | 0405 34 0010 | 0019 | —0001
13 | 0345 | 0357 | 0327 36 | 0007 | 0016 | —0002
14 0281 | 0294 0262 38| 0006 0014 | 0002
s | o028 | o022 | 0208 40 ooos | 0012 | —000

. I il

Para valores pequefios de § es decir para cimentaciones poco resistentes, facil-
mente las funciones ¢ v ¢, no difieren mucho de la unidad. Asi la flecha méxima y
las tensiones de flexién son muy parecidas a las de una franja simplemente apoyada
sin cimentacién eldstica. Si 8 aumenta, la reaccién de la cimentaciéon es cada vez mids
importante.

Se encuentran condiciones iguales a las de la figura 14, cuando una placa larga
rectangular de anchura [ estd cargada sobre una cimentacién elastica por cargas
uniformemente distribuidas a lo largo de los bordes y de valor P por unidad de
longitud (fig. 15). La placa se hunde en la cimentacién elastica y flexa, como indica

SRR SRR 1
2 2
NESIISEISITSSR 8
I W L
Fic. 15
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la linea de trazos. Si & designa la flecha en los bordes de la placa, la reaccién de la
cimentacién en todo punto es

k(6 —w) = ks — kw

donde w estd dada por la ecuacién (d) con ¢ = k4. El valor de 4 se obtiene igualando
la carga a la reaccién de la cimentacién. Por consiguiente

ksl 12
P =—-——-k/ wdzx
2 0

Se pueden estudiar de la misma forma las placas apoyadas sobre cimentaciones
eldsticas pero con otras condiciones en los bordes longitudinales.
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