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Flexion simétrica
de placas circulares

15. Ecuacion diferencial de la flexion simétrica de placas circulares

bajo carga transversal’

Si la carga que actGa sobre una placa circular esta simétricamente
distribuida respecto al eje perpendicular a esta que pasa por su centro, la
deformada del plano medio de la placa flexada es también simétrica.

Las flechas seran idénticas en todos los puntos equidistantes del centro
de la placa y es suficiente considerar las flechas en una seccion principal
que pase por el eje de simetria (fig. 27). Sea O el origen de coordenadas en
el centro de la placa no flexada y sean r las distancias radiales de los puntos
del plano medio y w sus flechas dirigidas hacia abajo. La pendiente ngxh"ﬁa -

B

i :"‘:V/\
LA
ke o

dr Z
Fic. 27

' Las soluciones de estos problemas fueron dadas por Poisson; véase Memorials the Aca- .
demy, vol. 8, Paris, 1829.
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70 TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS

de la deformada en cualquier punto 4 es igual a —dw/dr y la curvatura de
la superficie media de la placa en la seccién diametral 7z es, para pequefias

flechas
=2 =2x (a)

donde ¢ es el dngulo pequefio que forman la normal a la deformada en
A y el eje de simetria OB. Por razon de la simetria se deduce que I/7, es
una de las curvaturas principales de la deformada en 4. La segunda cur-
vatura principal esta situada en la seccién que pasa por la normal AB y es
perpendicular al plano rz. Viendo que las normales tales como 4B, para
todos los puntos de la superficie media situados a una distancia r, forman
una superficie conica de vértice B, se puede decir entonces que AB es el
radio de la segunda curvatura principal r,. De donde segun la figura 27

1__ldw_o ()
re rdr r
Conociendo las expresiones (a) y (b) de las curvaturas principales, se
pueden obtener los valores correspondientes de los momentos flectores,
suponiendo que las relaciones (37) y (38), calculadas para la flexién pura,
son también validas para estos momentos y curvaturas'. Utilizando estas
relaciones se obtiene

_ _pnfdw | vdw\ _ de | v

M, = D(W+?37>_D<¢i_r+?“’) (52)
_ _nfldw dPw\ ¢ de

Mt'— D(';E-*- V—-—dr2> = D(T + Vdr . (53)

donde, como anteriormente, M, y M, representan los momentos flectores
por unidad de longitud. El momento M, actua a lo largo de las secciones
circulares de la placa, tales como la seccién obtenida por el cono de vérti-
ce B, y M, a lo largo de la seccién diametral rz de la placa.

Las ecuaciones (52) y (53) no contienen mas que una variable, w o ¢, que
puede determinarse considerando un elemento en equilibrio de la placa, sea
abed (fig. 28) separado de la placa por dos secciones cilindricas ab y ¢d y
por dos secciones diametrales ad y bc. El momento que actQia sobre cd es

My df ()

' Se desprecia, en este caso, la influencia sobre las deformaciones de las tensiones tangen-
ciales que actuan sobre las secciones de la placa perpendiculares a los meridianos tales como
la seccidén por la superficie cénica de vértice B. Su efecto es pequefio en el caso de placas de
espesor pequefio con relacién al didmetro. Este caso se estudia en el apartado 20. Las tensiones
perpendiculares a la superficie de la placa son también despreciables, esto es, justificable
en todos los casos en que la carga no estd muy concentrada (véase pig. 89).
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El momento correspondiente a ab es:

(M, + dgf rdr) (r + dr) 8 @

Fic. 28

Los momentos de los lados ad y bc son los dos iguales a M,dr y dan un
momento resultante en el plano 7Oz, igual a

M. dr db (e)

Por razén de simetria se puede llegar a la conclusiéon de que los esfuer-
zos cortantes que actiian sobre el elemento, se anulan en las secciones
diametrales de la placa pero persisten en las secciones cilindricas tales como
cd y ab. Sea O el esfuerzo cortante por unidad de longitud de la seccioén
cilindrica de radio 7, la fuerza total debida al esfuerzo cortante sobre el lado
cd del elemento es Qrdf y la fuerza correspondiente sobre ab es

Q+ (%) ar | ¢+ ar a0
[ (dr> ]

Despreciando la pequefia diferencia entre los esfuerzos cortantes sobre
los lados opuestos del elemento, se puede afirmar que estas fuerzas dan un
momento en el plano rz, igual a

Qr do dr §))

Sumando con los signos convenientes, los momentos (c), (d), (e), () ¥y
despreciando el momento producido por la carga exterior, por ser un
infinitésimo de orden superior, se obtiene la ecuacién de equilibrio de@®
elemento abcd

dM,
(M,+ ar dr) (r+dr)dd — Myrdo — M. drdé + Qrdodr =0

de donde se deduce, despreciando los infinitésimos de orden superior

d

M,
M, + drr—M,+Qr=0 (9)
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Sustituyendo M, y M, por sus valores en las ecuaciones (52) y (53) la
ecuacién (g) debera ser

d? 1d
Poylie o ¢ (54)

o también

dw  1dw 1dw _ Q
@ Tra " PRa D (55)

El esfuerzo cortante Q se calcula facilmente, en cada caso particular de
placa circular simétricamente cargada, dividiendo la carga distribuida en el
circulo de radio r por 2nar; se determina entonces la pendiente ¢ y la
flecha w de la placa mediante las ecuaciones (54) y (55). La integracion de
estas ecuaciones se simplifica escribiéndolas en la forma

[rdr(¢)] -

)( dr [}' 37‘ (T %?)] -

Si O se expresa en funcién de 7, la integracién de estas ecuaciones
puede hacerse sin dificultad en cada caso particular.

A veces es preferible representar el segundo miembro de la ecua-
cién (57) en funcién de la intensidad ¢ de la carga repartida sobre la placa.
Para ello, se multiplican ambos miembros de la ecuaciéon por 2ar, teniendo
e€n cuenta que -

(56)

go Tl

(67

Q2ar = fo q2nr dr

d 1d dr
dr rdr dr D qr

se obtiene

Derivando los dos miembros de la ecuacién con relacién a r y dividien-

do por 7, se tiene
1d d|ll1d/( dw _q
?E{TE[FE?(TW)]} - D (58)

Si g es una funcién de r, la integraciéon de esta ecuacién no ofrece
ninguna dificultad.
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16. Placa circular uniformemente cargada

Si una placa circular de radio a soporta una carga de intensidad ¢
uniformemente repartida sobre toda su superficie, el valor del esfuerzo
cortante O, a una distancia  del centro de la placa es determinado por

2arQ = ar’q
de donde
=7
Q= 9 (a)
Sustituyendo en (57), se obtiene
dlld dw _qr ®)
dr|7ar\"dr )|~ 2D
Una primera integracién da
1d{ dw\ _ ¢?
m("37>*4—1>+01 ©)

donde C, es una constante de integracién que se determina posteriormente
a partir de las condiciones en el centro y en el contorno de la placa.
Multiplicando los dos miembros de (¢) por 7 e integrando por segunda vez,
se obtiene:

dw qrt C 1r

TE; = 16D + + C»
Yy
R =
y una nueva integracion da
G In— + Gy (60)
64D 4 a

Calculemos las constantes de integracién para diferentes casos particu-
lares.

Placa circular de borde empotrado. En este caso, la pendiente de la
superficie flexada en la direccién radial es nula parar = 0yr = a

Por consiguiente, de (59) se deduce

Clr
(16D Tt T>,,,0 =0

qr Cywr 2 _
(IGD T3 2 + T),ﬂ =0

De la primera de estas ecuaciones, se deduce C, = 0.

Librodot
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Sustituyendo en la segunda, se obtiene

-
8D

C:

La ecuacién (59) de la pendiente debera ser con estos valores

d
o=~ = 5@ - (61)
La ecuacién (60) da
4 202
w=55p ~ 335+ O @

En el contorno de la placa la flecha es nula. Por consiguiente
gt _ g2t -
80 320 T 70
i o
y se obtiene C; = 64D

Sustituyendo en (d) se encuentra,
= _.q 2 __ p2)2
w =g D (a r?) (62)

La flecha maxima se produce en el centro de la placa y segan la
ecuacion (62) es ’
qa’
Wiax =
64D (€)
Esta flecha es igual a tres octavos de la flecha de una franja uniforme-
mente cargada de extremos empotrados, cuya rigidez a la flexion es D, la
anchura, igual a la unidad y la longitud igual al diametro de la placa
circular. ' .
Se calculan los momentos flectores M, y M, a partir del valor de la
pendiente [v. ec. (61)]; mediante las ecuaciones (52) y (53) se deduce

M. = L@ +v) — @ + »)] (63)

i

M. = £ (a2 + ) — r*(1 + 39)] (64)

Haciendo » = a en estas ecuaciones, se encuentran los momentos flec-
tores en el contorno de la placa

(Mr)r—a = - g;_z (Ml)r—a= - 1q8;‘2 ’ (65)

En el centro de la placa, r =0y

M=M=+ (66)
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En las ecuaciones (65) y (66) se ve que la tensién maxima se produce
en el contorno, donde se tiene

(G'r)mix=——’ﬁ“=z'h—2 (f)

La figura 29 muestra la variaciéon de las tensiones ¢, y o, que actian
sobre la cara inferior de la placa, a lo largo del radio de ésta.

’
Or3 Ot

3(14v)q0®
8he

o

0

04

Fic. 29

Placa circular de borde apoyado

En este caso para calcular las flechas se aplica el método de superposi-
cién. Se ha visto que en el caso de extremos empotrados se obtienen los
momentos flectores negativos M, = — ga*/8 que actian a lo largo del
contorno [fig. 30 a)]. Si se combina este caso con el de flexién pura indi-
cado en la figura 30 b), se eliminarin los momentos flectores M, en el
contorno obteniendo entonces la flexion de una placa apoyada en el con-

0,577a--
qazg r /81 )_‘132
|
R a -
a)
R
SEZC ) ‘L’.z
b)
.F1c. 30

Librodot



Librodot

Teoria de laminas y placas, Capitulo 3 Tomoshenki y Woinowsky Krieger

76 TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS

torno. La deformada en el caso de una flexién pura, debida a los momentos
ga®/8 se obtiene a partir de las ecuaciones (46) o (e) de las paginas 59 y 60 y es

ga?

A Ty T R

Sumando esta flecha a las flechas (62) de una placa empotrada, se
encuentra entonces para una placa de contorno simplemente apoyado

et =) 5+ v ,
W= ""64D (1 ¢ rz) (67)

Anulando 7 en esta expresién, obtenemos la flecha en el centro de la
placa

— (5 + »)qa? (68)

Yo = 541 + »)D

Para » = 0,3, la flecha es aproximadamente cuatro veces mayor que la
de una placa de borde empotrado. Para calcular los momentos flectores en
este caso se debe sumar el momento flector constante ga®/8 a los momen-
tos (63) y (64). Por consiguiente, en el caso de borde apoyado

M.=£@+96@-m (69)

M, = 1—9’6- [a2(3 + ») — r2(1 + 3¥)] (70)

El momento flector maximo se encuentra en €l centro de la placa donde
_ _3+tr .,
Mr = A[t = 6 qa

La tensién maxima correspondiente es

6M, 3(3 + v)qa?
(Ur)méx = (U't)ma'x = h2 = % (71)

Para obtener la tensién maxima a cualquier distancia r del centro, se
debe sumar a la tensién calculada para la plca empotrada, el valor constante

6 qa?

h?'8
correspondiente a la flexién pura indicada en la figura 30 b). Se obtiene la
misma tensién de la figura 29, midiendo las ordenadas a partir del eje
horizontal que pasa por O,. Puede verse entonces que se obtiene un mejor
reparto de tensiones en la placa empotrando el contorno.

Librodot
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17. Placa circular con agujero circular en el centro

Estudiemos ahora la flexion de una placa sometida a los momentos M,
y M, uniformemente repartidas a lo largo de los contornos interior y exte-
rior (fig. 31). En este caso, el esfuerzo cortante Q se anula y la ecuacion

A
toma la forma i . (5 ;ﬂ
Fa(a)]-

alra\a)| =

Integrando dos veces esta ecuacion, se tiene

dw O O
—_ L = = = a
r-f=5 T (@)
l(...-._.._.. a ......)l
M M M M
2 \l o | 2
| rytrtrsryvrs77. D) | YASS LS SLSSYS |
C/\ RN N
~
Fic. 31

Una tercera integracién nos da la flecha

C,r? r
w= — —Coln— 4+ C, (b)
4 a

Se determinan ahora las constantes de integracién mediante las condi-
ciones de contorno. Sustituyendo (a) en (52), hallamos

ci C Ci , C
M,=D[7‘——T£+v(-2—‘+r—;)] ()

Este momento debe ser igual a M, parar = by a M, parar = a. Por
consiguiente las ecuaciones que determinan C, y C, son

C )
D{é—l(l + ») —%(1 - u)] = M,
C, Cs
D[‘2—(1+V)—;;(1— V)] = M,
de donde -
_ 2(02M2 _ szx) _ azbz(M2 - Ml)
G=GFop@= C=a=»d@a=bt) (d)

Para determinar la constante C, de la ecuacién (b) hay que tener en
cuenta las flechas en el contorno de la placa. Supongamos, por ejemplo,

Librodot
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que la placa esta apoyada a lo largo del contorno exterior (fig. 31). Entonces
w = 0 parar = a y a partir de (b) se encuentra
C. = Cwa® _ a¥a*M, — b’M,) -
3T 74 20 + v)D(e® - b?)

En el caso particular en que M, = 0, se tiene:
2btM, a?iM,

Gi=~ax @@=t T  T=nD@—m»
C _ a2b2M1
87 T 2(1 ¥ »)D(a? — )
. DI !
A ’ b - A
Ll SIS AY.
Y Y
Q0 I Qo
Fic. 32

y las expresiones (a) y (b) de la pendiente y de la flecha toman la forma

dw _ %M, L, 1=»r
& = DU = »(a® = b9 (r i1, a2> (72)
B} bM, _ A, .
Y=o nb@ = @ T e ape=m " e P

Consideremos ahora el caso de la flexion de una placa sometida a
esfuerzos cortantes J, uniformemente repartidos a lo largo del contorno
interior (fig. 32). El esfuerzo cortante por unidad de longitud de una
circunferencia de radio r es , -

donde P = 2ab(), representa la carga total aplicada al contorno interior de
la placa. Sustituyendo en (57) e integrando, se obtiene

dw _ Pr T _Cir (s ¢
Pr? Cyr?
o~ L(ni-)-Samiva o

y se calculan las constantes de integracién mediante las.condiciones de
contorno. Suponiendo que la placa esta simplemente apoyada sobre el
contorno exterior, se tiene:

2 d
(W)ea =0 =D (%:_f + 1; 71:),_, =0 - (@)

Librodot
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y para el contorno interior

d*w | vdw _
- (G +2%) -0 Q

Sustituyendo las expresiones (e) y (f) en las ecuaciones (g) v (h), se

encuentra
C, = P l—v_ 2b? ) 9
Y7 4xD 14+» a?— b2 n a

_ 1+ »P a®? b .

C2 = (1 — »)4xD a2 — b? In a @)
Pa? v b? b

8D(1+21+ —bzln‘)

Sustituyendo estos valores de las constantes en las ecuaciones (e) y (f)
se halla la pendiente y la flecha en todo punto de la placa de la figura 32.
Para la pendiente en el contorno interior que nos sera Gtil para lo siguiente,
se encuentra

dw Pb b 1 -y
(Ei—;), 81rD|:21 l—l—l-v .
2b2 1 + )
+ b2 (1 + 53 a — :)] @)

En el limite, para b infinitamente pequefio, 4 In (b/a) tiende a cero, y
las constantes de integracion toman los valores -

1—v» P Pa? 11 —»
Ci=if+,@mp 70 C3*m5(1+51'+u)

Cs =

Sustituyendo estos valores en (f) tenemos
P 3+ v
8rD [2(1 + )

Valor que coincide con el de la ﬂecha de una placa sin agujero cargada
en su centro [v. ec. (89) pag. 87]. Asi pues un agujero muy pequefio en el
centro no modifica la flecha de la placa.

Combinando las cargas de las figuras 31 y 32, se obtiene la solucién en
el caso de una placa empotrada a lo largo de su contorno interior y unifor-
memente cargada sobre el contorno exterior (fig. 33). Puesto que la pen-
diente es nula sobre el contorno empotrado, se utilizan las expresiones (72)

¥ (/) para determinar la ecuacién del momento flector M, sobre el contorno
empotrado

_ a?2M, 1, 1—wb Pb b
D(l—v)(az—bz>(z+“1+ya) 8x D[“’ a~ !

1=, 2 @14y
ity ta—p I (1+b21—v)]

w =

(a® —r*) + 1?2 In «-J (k)

Librodot
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de donde se deduce

M, = P2 [(1—y)(‘;—:—1)+2(1+y)‘;—21n%]
4,[(1+,)Z_2+1_,]

(74)

Conociendo M, se obtienen las flechas de la placa sumando miembro
a miembro (73) y (f) que las constantes de integracién estan dadas por las
expresiones (7).

Aplicando el mismo procedimiento de superposicion se obtiene la solu-
cién del caso de la figura 34, en que la placa esta apoyada en su contorno
exterior y soporta una carga uniformemente repartida. En este caso, utili-
zamos la solucion encontrada en el apartado anterior para una placa sin
agujero. Considerando la seccién de esta placa por una superficie cilindrica
de radio b y perpendicular a la placa, consta que a lo largo de esta seccién
actia un esfuerzo cortante Q = ngh?/2ab = ¢b/2 y un momento flector de
intensidad [v. ec. (69)].

M, = £ @+ »)@ - b

Por consiguiente para obtener las tensiones y las flechas para el caso de
la figura 34, se suman las tensiones y las flechas obtenidas para la placa sin
agujero a las tensiones y a las flechas producidas por el momento flector y
los esfuerzos cortantes indicados en la figura 35. Estos altimos valores se
deducen de las expresiones (72), (73), (e) y (f) teniendo cuidado, en cuanto
a los signos de los esfuerzos cortantes y de los momentos.

b
S e [
> b |<. 1 T
Ui igy | ddbbidy] DI "
227 /77 Y2227 //,I\ \% (3+0)(a?-b%)
Fic. 34 Fic. 35

En la figura 36 se han representado varios casos que tiénen una impor-
tancia practica. En todos estos casos la tension maxima esta dada por una.
férmula del tipo

- ;9 kP
Omax = Kk X o Omax = 77 (75)

Librodot
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segin que la carga aplicada esté uniformemente repartida sobre la superfi-
cie o concentrada a lo largo del contorno. La tabla 3 da los valores numéri-
cos del factor R, calculados! para varios valores de la relacion a/b y para el

coeficiente de Poisson v = 0,3.

Caso 1 Wiix
—_—i—,"
X
Caso 2
. ] j
!'_!___
Wméx
Caso 3
N 1
S Y —
Wméx
Caso 4
§ ™ N
\
\ Wmi'x §
Caso 5

3
&

i
We3
7777,

Caso 6 t

Caso 7

Caso 8

P =

max

Caso 9

v“'/méx
3

' Los cilculos para los casos 1 al 8, ambos inclusive, fueron efectuados por A. M. Wahl
v G. Lobo, Trans. ASME, vol. 52, 1930. Se encuentran los datos suplementarios concernientes
a las placas circulares simétricamente cargadas con o sin agujero en K. Beyer, Die Statik im

Stahlbetonbau, 2.5 ed., pag. 52, Berlin, 1948.

6. —TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS
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TaBLA 3

Coeficientes k& y k en las ecuaciones (75) y (76) para los diez casos indicados en la figura 36

afb = 1,25 1,5 2 3 4 5
T

Caso k ky k ky k ky k ky k Ry k Ry

1,10 | 0,341 1,26 10,519 1,48 (0,672 |1,88 |0,734| 2,17 | 0,724 2,34 | 0,704
0,66 | 0,202 | 1,19 (0,491 |2,04 0,902 |3,34 |1,220| 4,30 |1,300|5,10 | 1,310
0,135} 0,00231| 0,410/0,0183{1,04 (0,0938(2,15 10,293 2,99 | 0,448 3,69 | 0,564
0,122} 0,00343)| 0,336/0,0313/0,74 |0,1250/1,21 |0,291| 1,45 | 0,417 1,59 | 0,492
0,090| 0,00077/ 0,273|0,0062/0,71 |0,0329|1,54 | 0,110} 2,23 | 0,179]2,80 | 0,234

U B N

0,115 0,00129] 0,220/ 0,0064 /0,405 |0,0237/0,703 | 0,062 | 0,933 10,092 1,13 | 0,114
0,592| 0,184 | 0,976/ 0,414 |1,440/0,664 {1,880 0,824| 2,08 | 0,830|2,19 | 0,813
0,227 0,00510| 0,428/0,0249|0,753|0,0877|1,205 | 0,209 | 1,514 0,293 | 1,745 0,350
0,194} 0,00504| 0,320/0,0242|0,454 |0,0810(0,673 | 0,172| 1,021 | 0,217 | 1,305 | 0,238
0,105| 0,00199| 0,259 0,0139/0,480{0,0575{0,657 | 0,130| 0,710 0,162 | 0,730| 0,175

I

—
SO0~

En los mismos casos, las flechas maximas estan dadas por las formulas
del tipo . Pa?
a a

Eqw 0 Wmax = Ky =3 (76)

Eh?
Los coeficientes R, se encuentran también en la tabla 3.

Cuando el cociente a/b tiende a uno, los valores de Ry R, en (75) y (76)
puede obtenerse con una exactitud suficiente considerando una franja
radial como una viga con las mismas condiciones en los limites y de carga
que la placa considerada.

La influencia de los momentos M, sobre la flexién es totalmente des-
preciada.

Wmax = kl

18. Placa circular cargada concéntricamente .

Comencemos por el caso de una placa simplemente apoyada sometida
a una carga uniformemente repartida a lo largo de un circulo de radio &
[fig. 37 a)]. Dividiendo la placa en dos partes [fig. 37 b) y ¢)], se ve que la
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parte interior de la placa esta en las condiciones de flexiéon pura producida
por los momentos M, uniformemente repartidos y que la parte exterior esta
flexada por los momentos M, y los esfuerzos cortantes (,. Sea P la carga
total aplicada, se encuentra que

P

Q= 57 (a)

El valor de M, se determina por la condicién de continuidad a lo largo
del circulo r = b, de donde se deduce que las dos partes de la placa tienen
la misma pendiente en esta circunferencia. Las ecuaciones (72) y (j) del
apartado 17, dan la pendiente para el contorno interior de la parte exterior
de la placa, se tiene

dw _ a?h?M, 1+1—v2
artis DA =@ —=0)\b ' 1+ rva?

Pb b 1—v
+&r—l)[2ln 6_1_—1+;
2b? atl 4+ v

b
+ s In a<1+b—2—1 + V)] (b)

La parte interior de la placa esta flexada segin una superficie esférica
cuya curvatura esta dada por la ecuacién (46). La pendiente correspondien-

te en el contorno es
dw _ Mib
(a‘r‘),=,, =T DA+ ©

Igualando (b) y (¢) se obtiene

b
(1 — »)Pa® = b3 1+ »PIn -

M, = 8ra? 47

(d)

Sustituyendo esta expresion de M, en (73), obtenemos las flechas M,
de la parte exterior de la placa debido a M,. Las flechas debidas a las
fuerzas O, se obtienen mediante la ecuacién (f) del apartado anterior.
Sumando estas flechas, se encuentra para la parte exterior de la placa

P 11 — va®— b2 r

= 2 _ g2 = va — o° T
w _SwD[(a r)(1+21+y e )+(b2+r2) In a] 77
Sustituyendo r = b en esta ecuacion, se obtiene la flecha bajo la carga.

P 11 — va? — b? b
(w),_.b=—8—m[(a2—b2)(l+§1+:a 2 )+2b21n E] (e)

a

Para hallar las flechas de la parte interior de la placa, se suman las
flechas (e) a las debidas a la flexion pura de esta parte de la placa.
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Se obtiene asi

w=—P—[(a”—b’)(1+11“V(z_—bz)+2b2 In g]

8D 214+» a?

b
b — 12 [(1 — )P@ -ty dF9PIn a}

+2D(1+") 8ral 47
P 2 2 b 2 2 2 _ 2 B+ »)a2 — (1 — »)b?
=8ﬁ>‘[(b + ) In _ 41t =0+ (af — 1) 2(1 + »)a? ]
P 2 2 b 2 2 B+ va® — (1 — »r?
=m[(b +r)lna+(a—b) 2(1 + »)a? ] @

Si el contorno exterior de la placa esta empotrado, la flecha de la placa
se obtiene sumando las flechas (77) y (78) a las flechas producidas por los
momentos flectores M, uniformemente repartidos a lo largo del contorno
exterior de la placa (fig. 38) y de tal valor que la pendiente de la superficie

My 2 M2

flexada, en el borde sea nula. De la ecuacién (77) se deduce la pendiente
en el contorno de una placa simplemente apoyada.

dw _ _ P 1 a%— b2 )
drJoma ~  4@D1+v @ N
La pendiente debida a los momentos M, es
dw _ Mza
(W),_., = DA+ @
Igualando a cero la suma de las expresiones (f) y (g), se obtiene
P a? — b?
M=

Las flechas debidas a este momento son

M, rt—a® _ P a® — b?
"D+ 2 T 8D+ a?

Sumando estas flechas a las obtenidas en (77) y (78), tenemos entonces
las flechas para la parte exterior de la placa de bordes empotrados

p * 4 b2 r
w=g> [(a,2 -2 ggi - T b*+ ) In a] (79)

w

(r* — a?) (h)
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y para la parte interior

N
Y=8D

[(b2 + 7'2) In —lZ + rz — b2 + (a2 — 12)(a2 + bz)]
a

2a?

(80)

- [(b2 +rin 2y @O - b2)]

a 2a?

Conociendo las flechas en el caso de cargas uniformemente repartidas a
lo largo de un circulo concéntrico, se puede resolver por el método de
superposiciéon todo problema de flexién de placa circular simétricamente
cargada respecto al centro.

Consideremos, por ejemplo, el caso en que la carga esta uniformemente
repartida en la parte de la placa, interior a un circulo de radio ¢ (fig. 39).
Para obtener la flecha en todo punto de la placa no cargada (@ > 7 > ¢),
se utiliza la ecuacién (77). La flecha, producida por una carga elemental
repartida sobre un anillo de radio b y de anchura db (v. fig. 39) se obtiene

- ®] Leab
e g o

Fic. 39

sustituyendo P = 22bq db en (77), donde g designa la intensidad de la carga
uniforme. Integrando respecto a b la expresion asi obtenida, se obtiene la
flecha

_q | 3+ T
w—4—D~/(; {((12—7'2)2‘-('1'—"—”‘5"*'7'2 In (—z-
+b2[1n£—(1——l(i-j2]}bdb

2(1 + »)a?

I r
8D [2(1 Fp@-mHrtin 5]

_qc_“ T 1—v a® —r?
+ [lna 2(1 4+ ») a*]

o bien, sustituyendo la carga total nc’q por P,
P [3 + v

Y=16:D |1 ¥

(@ -1 +2r2 In 5

T 1—» a®—r?
+c2[1n a T F Y & “ (81)
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Para calcular la flecha en el centro se utiliza la ecuacién (78) en donde
se sustituye 7 por 0 y P por 2nbq db, integrando se obtiene

_q [ b, a2 -0b(3+»
@ = i [[orm 2+ S5 (1) o
P |3+ c T4 3»
= T6xD [1 e A R T () 02] (82)

donde P = =ac’q
El momento flector maximo se sitila en el centro y se calcula median-

te (d).

Sustituyendo P por 2zbg db en esta ecuacién e integrando, tendremos

_ c 1—va2~b2_1+v b
Mmu“‘lf(;( 7 o 5 In E)bdb

=£[(1+v)1n%+1—(—11—a—;i)£] (83)

donde, como antes, P representa la carga total nc?q’.

Los momentos flectores M, y M,, en cualquier punto de la parte de la
placa no cargada, se calculan mediante la ecuacion (81). Sustituyendo esta
expresion en las formulas generales (52) y (53) encontramos

_ {1+ P a (1—yPcfl 1
M= In T"T'(?ﬂ a_> ®4)
P a 1 — »)Pc%f1 1

Los valores maximos de estos momentos se producen en el circulo
r = ¢, donde: .
(1 — »)P(a® — ¢?)

_ 1+ »P a y
P 1 — »)P(a? + c?
M,:E[(l-i-—v) ln%-{—-l—v]—( yzﬁr(az <) (87)

Se puede utilizar el mismo método de calculo de las flechas y de los
momentos para toda clase de placa circular simétricamente cargada.

Se calcula asimismo la flecha del centro de cualquier placa cargada no
simétricamente siguiendo las consideraciones siguientes.

A causa de la simetria total de la placa y de las condiciones en los
limites, la flecha en el centro, debida a una carga Gnica P, no depende mas
que del valor de esta carga y de su distancia al centro de la placa. Esta
flecha queda invariable, si la carga P se desplaza, quedando a la misma

distancia del centro. La flecha no cambia si la carga P es sustituida por -

varias cargas cuya resultante sea P y situadas sobre el circulo descrito
anteriormente por P. De aqui se deduce que para calcular la flecha de la

! Esta expresion se aplica solamente cuando ¢ es al menos varias veces k. En el apartado 19
se estudiard el caso en que ¢ es muy pequefio.
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placa en el centro, se puede sustituir una carga Unica P por una carga P
uniformemente repartida a lo largo de un circulo en el que el radio es igual
a la distancia del centro la carga concentrada. Para una carga uniformemen-
te repartida a lo largo de un circulo de radio b, la flecha en el centro de la
placa apoyada en el contorno, viene dada por la ecuacién (78), y es

@es = g | 7 @ =99 — ¥ 1o § @

Esta es la formula de la flecha en el centro de una placa producida por
una carga unica P situada a uma distancia b del centro. A partir de esta
f6rmula se puede calcular la flecha en el centro para toda clase de carga
utilizando el método de superposiciéon'.

Las flechas y las tensiones, en una placa circular con o sin orificio,
pueden ser eficazmente reducidas reforzando la placa por nervios concén-
tricos? o radiales. De todas formas, en este Giltimo caso la distribucién de
tensiones no es ya simétrica con respecto al centro de la placa.

19. Placa circular cargada en_el centro

Se obtiene la solucién del problema de una carga concentrada en el
centro de una placa, a partir del estudio del apartado 18, suponiendo que
el radio ¢ del circulo, en el cual esta repartida la carga, se hace infinitamente
pequefio en tanto que la carga total P queda finita. Con esta hipotesis, se
encuentra que la flecha maxima en el centro de una placa simplemente
apoyada, es, segun (82),

W = (8 + »)Pa?
* 16r(1 + »)D

La flecha en todo punto de la placa, a una distancia r del centro es,
segun (81)

(88)

w

_ P 3+
“16rD|1 + v

El momento flector para los puntos tales que r > ¢ se obtiene supri-
miendo los términos en ¢ en las ecuaciones (84) y (85), lo que da

(a — %) + 2r* In ‘—2] (89)

Mo=f @+ (90)
P
M,=G|:(l+v)ln%+l—v] (91)

! Saint Venant indicé este método de cilculo de las flechas en el centro de la placa en su
Théorie de I'élasticité des corps solides, traducida por Clebsch, Paris, 1883, pag. 363. Se puede
obtener (i) aplicando el teorema de Maxwell a las placas circulares.

. ? Este caso ha sido estudiado por N. A. Nash, L. Appl. Mechanics, vol. 15, pag. 25, 1948.
Véase también C. B. Biezeno y R. Grammel, Technische Dynamik, 2.2 ed., vol. 1, pag. 497, 1953.
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Para obtener las férmulas correspondientes al caso de una placa circular
de borde empotrado, derivamos la ecuacion (89) y se encuentra para la
pendiente en el contorno de una placa simplemente apoyada, la expresién

dw _ Pa (
- (%)m ~Id F »=D %)

Los momentos flectores M, uniformemente repartidos a lo largo del
empotramiento (fig. 40) crean una flexién de la placa segin una superficie
esférica en la que el radio esta dado por (46) y la pendiente en el contorno

€S M2a )
" +»D ®)

Fic. 40

Utilizando (a) y (b), se encuentra que la condicién para que el borde
empotrado no gire da p

(Mr)r—a = M2 = - E (C)

Las flechas debidas a los momentos M, se obtienen a partir de la
ecuacién (k) del apartado precedente
P(r? — a?
8rD(1 + »)
Sumando estas flechas a las de una placa simplemente apoyada [ec. (89)],
se encuentra la expresiéon de las flechas de una placa empotrada, cargada
en su centro -

_ Pr? r P
“=gDb "zt 6D
Sumando (c) a (90) y (91), se obtienen las expresiones del momento de

flector en todo punto no muy préximo a la carga.

(a® — %) (92)

M, = 4’_;[(1 + ) In %- |J (93)
M,=£[(l+y) 1n‘—:—y] ‘ (94)

Cuando r tiende a cero, las ecuaciones (90), (91), (93) y (94) tienden a
infinito y por consiguiente no son validas para el calculo de momentos de
flectores. Por otra parte, las hipétesis que sirven de base a la teoria de la
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flexién de placas circulares no son validas en las proximidades del punto
de aplicacién de la carga concentrada. Puesto que el radio ¢ del circulo en
que P[nc® ésta repartida, disminuye, la presion P aumenta de tal manera
que no se puede despreciar en comparacién con las tensiones de flexion,
como se habia hecho en la teoria elemental. Las tensiones tangenciales
despreciadas en la teoria elemental aumentan también considerablemente
cuando ¢ tiende a cero, puesto que la superficie cilindrica 2zch sobre la que
esta repartido el esfuerzo cortante total P, tiende a cero.

Descartando las hipétesis en las que estd basada la teoria elemental, se obtiene la
distribucién de tensiones cerca del punto de aplicacién de la carga asimilando la parte
de la placa a un cuerpo de tres dimensiones del mismo orden de magnitud. Para ello
imaginemos que la parte central cargada estd separada del resto de la placa segiin una
superficie cilindrica, en la que el radio b es varias veces mayor que el espesor & de la
placa (v. fig. 41). Se puede suponer que la teoria elemental de la flexion es suficien-
temente exacta a una distancia b del punto de aplicacién de la carga P y que las
tensiones correspondientes se calculan por medio de la ecuaciéon (90). El problema de

o
i3 B ¢

o e -

Fic. 41

la distribucién de tensiones en el centro se reduce entonces al problema de una
distribucién simétrica de tensiones en un cilindro de altura 2 y de radio b, sometido
a una carga P repartida sobre un pequefio circulo de radio ¢, y a las reacciones a lo
largo del contorno lateral'.

La solucién de este problema muestra que la tensién de compresién mdxima en
el centro A de la carga superior de la placa puede expresarse mediante la f6rmula®
aproximada

P [1+2..

Oy = 0¢ ™= 01 — —
2

xc?
donde o, representa el valor de la tensién de compresién debida a flexién' obtenida
por la teoria aproximada mediante (83), en el caso de una placa simplemente apoyada,
Y a es un factor numérico que depende de 2c¢/h, relacién del diametro del circulo
cargado al espesor de la placa. Varios valores de este factor estin dados en la tabla 4.
La figura 42 muestra la variacién de a en funcién de 2¢/h. Cuando ¢ tiende a cero, la
tensién calculada por la ecuacién (95) tiende a infinito.

-1+ v)a] (95)

' Varios ejemplos de distribucién simétrica de tensiones se estudian en S. Timoshenko
¥ J. N. Goodier, Theory of Elasticity, 2.2 ed., pag. 384, 1951. A. N4dai ha estudiado el caso
de Ala figura 41 (véase su libro Elastische Platten, pag. 308) y también por S. Woinowsky-
Krieger (véase su estudio en Ingr.-Arch., vol. 4, pag. 305, 1933). Los resultados dados aqui
se han tomado de este Gltimo trabajo.

? Cuando ¢ es muy pequefio la tensién de compresién P/xc, debera ser mavor que el valor
Omix dado por la ecuacién (93) (véase fig. 43).

* Este valor sera negativo en la ecuacién (95).
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La traccién méaxima se produce en B, centro de la cara inferior de la placa
(fig. 41). Cuando ¢ es pequefio, es decir, para una fuerte concentracién de carga, esta

04 [
e |
03 -

oo .//

0.l

¢ 05 10 15 20 25 30
L T
h
Fic. 42

TaBLa 4
Valores del factor a en la ecuacién (95)

2¢/h =} 0,10 0,25 0,50 0,75 1,00 1,50 2,00 2,50

a= 0,0106 | 0,0466 | 0,1234 0,200 0,263 0,348 0,386 0,398

traccién es pricticamente independiente de la relacién 2¢/k. En el caso de una placa
simplemente apoyada estd dado por la férmula aproximada'.

P
Omix = F[(l 1 %) (0,485 In % + 0,52) + 0,48] (96)

donde aes el radio exterior.
Para obtener las tensiones de compresién o, y g, en el centro de la cara superior
de una placa empotrada, se resta a la tensién de compgesién o, [v. ec. (95)], el valor

P 6 3 P
e @
teniendo en cuenta los momentos M, = — P/4x. La traccién mdxima en el centro

de la cara inferior de una placa empotrada y para una fuerte concentracién de la carga
(¢ = 0), se calcula restando la ecuaciéon (d) de la ecuacién (95); se encuentra

j3
Ot = 37 (1 +9) (0,435 ln% + 0,52) 97)

La figura 43 muestra la distribucién de tensiones a través de una placa circular
gruesa (h/a = 0,4) empotrada en el contorno. Estas tensiones estdn calculadas para
¢ = 0,1a y » = 0,3. En este caso, la tensién de compresién mdxima g,, perpendicular
a la superficie de la placa, es mayor que la tensién de compresion mixima en la
flexién [ec. (95)]. La tensién de traccién mdxima es menor que la traccion dada por
la teoria elemental de la flexion. La linea de puntos, en la figura 43, indica el valor
de esta iltima a través del espesor de la placa. Esta traccion estd calculada mediante
la ecuacién del momento flector. )

P a a— v)cz]
e _——— 98
M, i by [(1 +»ln p yye 98)
obtenida sumando el momento M, = — P/4n a la ecuacién (83).

! Véase Woinowsky-Krieger, ob. cit.
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Para calcular las dimensiones de seguridad de una placa circular cargada en su
centro, se puede limitar el estudio al calculo de las tensiones méximas de traccién por
flexién en la cara inferior de la placa, con ayuda de las ecuaciones (96) y (97). Aunque
las tensiones de compresién sobre la cara superior pueden ser muchas veces mayores

r=0
-100 =923
A
I
h
2
]
Y
R 2
i Tk
{
Y
230 281

"Fic. 43

que las tensiones de traccién en la cara inferior de la placa, en caso de fuertes
concentraciones de carga, no representan un peligro directo, a causa de su caricter
localizado. Las deformaciones locales de un material dictil no afectan la deformacién
general de la placa si las tracciones en la cara inferior no sobrepasan los limites de
seguridad. La resistencia a compresion de un material fragil es generalmente varias
veces mayor que su resistencia a traccién, de modo que una placa de este material
serd segura, a condicién de que la traccién de la cara inferior permanezca dentro de
los limites de seguridad.

Si se quiere una descripcién exacta de la deformacién de una placa, deberemos
tomar en consideracién las perturbaciones locales debidas a una carga concentrada,
en la proximidad de su punto de aplicacién. Esta perturbacién esta principalmente
limitada a un cilindro de radio igual a varias veces h, asi su influencia sobre la
deformacién total es importante cuando el espesor de la placa no es muy pequefio con
relacién a su radio. La figura 44 muestra las flechas de placas circulares de bordes

!

Fic. 44

empotrados soportando una carga concentrada para las que la relacién espesor a radio
(h/a) es: 0,2; 0,4 y 0,6'. La linea de puntos indica la flecha de la teoria elemental
[ec. (92)]. Puede verse la divergencia entre la curva teérica y la curva exacta dismi-
nuye répidamente cuando disminuye h/a. En el apartado siguiente se probara que esta
diferencia es debida principalmente a la influencia de los esfuerzos cortantes que se
desprecian totalmente en la teoria elemental.

' Las curvas de la figura 44 resultan de la solucién exacta de Woinowsky-Krieger, ob. cit.
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20. Correcciones a la teoria elemental de flexion simétrica de placas
circulares

Las relaciones (37) y (38) entre momentos flectores y curvaturas que se
dedujeron para el caso de flexion pura, han servido de base a la solucién
de diferentes problemas, que hemos estudiado sobre flexidon simétrica de
placas circulares. No se han tenido en cuenta la influencia que tienen sobre
la flexién las tensiones tangenciales y las presiones normales sobre planos
paralelos a la superficie de la placa. Por consiguiente sélo son rigurosas las
soluciones dadas para una placa anular sometida a momentos uniforme-
mente repartidos a lo largo de los contornos externo e interno (fig. 31). En
todos los demas casos estudiados, las formulas obtenidas son aproximadas
y su exactitud depende de la relacién del espesor de la placa a su radio
externo. Se obtienen férmulas mas aproximadas mediante el calculo apro-
ximado! de la influencia que sobre las deformaciones ejercen las tensiones
tangenciales y las presiones laterales. Consideremos ahora, una placa circu-
lar sin orificio, apoyada en su contorno y cargada uniformemente. El
esfuerzo cortante Q por unidad de longitud de arco a lo largo del circulo
de radio 7 es

Q=1/2qr

La solucidon exacta relativa a las placas en las que el espesor no se
supone pequefio’ indica que las tensiones de los esfuerzos cortantes t,
varian a través del espesor de la placa siguiendo una ley parabélica de la
misma manera que en las vigas de seccién rectangular estrecha. Por consi-
guiente, la tension del esfuerzo cortante maxima, se encuentra en la super-
ficie media de la placa y su valor es:

3qr
(T")max = 'é g_'h . (a)
La deformacién debida al esfuerzo cortante es entonces

dr 2 2Gh

donde w, es la flecha adicional de la superficie media, debida a la tensién
tangencial. Integrando se encuentra el valor de las flechas producidas por
las tensiones tangenciales

dw, 3 gqr ®)

w, = g%‘ (@ — ) (c)

' Una teoria rigurosa de placas fue iniciada por Saint-Venant en su traduccién de la
Théorie de I'élasticité des corps solides, pag. 337. Un interesante juicio de este trabajo aparece
en History of the Theory of Elasticity de I. Todhunter y K. Pearson, vol. 2, parte I, pag. 217.
Un nuevo desarrollo de la teoria se debe a J. H. Michell, Proc. London Math. Soc., vol. 31,
pagina 100, 1900, y a A. E. H. Love, Mathematical Theory of Elasticity, 4.* ed., pig. 465.
Una lista de referencias sobre este asunto ha sido dada por Woinowsky-Krieger, ob. cit., pa-
gina 203. En el apartado 26 se dan algunos ejemplos de la teoria rigurosa.

* Timoshenko y Goodier, op. cit., pig. 351.
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y en el centro de la placa

_ 39
(wl)méx - § 4Gh (d)

La presién lateral que actia sobre la placa crea una curvatura positiva
convexa hacia abajo, semejante a la que se produce en una viga uniforme-
mente cargadal.

La presién ¢ por unidad de superficie, da lugar a un alargamiento radial
igual a vg/E en la parte superior de la placa. El alargamiento es vg/2E en la
superficie media y es nulo en la parte inferior de la placa. Supongamos la
relacion lineal, el valor aproximado del radio de curvatura R se obtiene a
partir de la ecuacién

g _ b
2E 2R
de donde se deduce
1 _ v
2R~ 2hE
y la flecha negativa es,
w2=——1—(a2—-r2)=—Lq—(a2——rz) (e)

2R 2hE

Sumando las ecuaciones (¢) v (¢) a (67), se encuentra una expresiéon mas
exacta de la flecha

w q (a2—r2)<5+ya2—r2>+q—h—2 3+ (a? — r2)

~ 64D 1+ 8D 6(1 — %)
la cual se convierte en el centro
_qa* (54 é 3+ v h_Z
wma*“64D(1+v+31—-u2a‘~’ <2

El segundo término del segundo miembro de (f) representa la correc-
cién para las tensiones tangenciales y la presion lateral cuando la relacion
del espesor de la placa al radio es pequefio. El valor de esta conexién dada
para la solucién exacta es?

ga* 28 + v + »2h?
64D5 1 — 2 @& @

Para v = 0,3 el valor exacto es un 20 %, inferior al dado por la ecua-
ciéon ().

En una placa circular cargada uniformemente, con borde empotrado, la
flecha negativa w,, debida a la presién, no se produce y por consiguiente,

' Véase ibid., pag. 43.
* Véase Love, op. cit., pag. 481.
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s6lo debe ser considerada la flecha w,, debida al esfuerzo cortante. Suman-
do esta flecha a (62), se obtiene, mis exactamente, el valor de la flecha.

w= gl @ =+ 25 @ =] Q

Es interesante hacer constar que coincide con la solucién exacta'.

Consideremos a continuacién las flechas producidas por las tensiones
tangenciales en la placa anular sometida a esfuerzos cortantes uniforme-
mente repartidos a lo largo del borde interior como indica la figura 32. La
méxima tensién tangencial a una distancia r del centro, es

3 P
(Trz)max = 'Q 21rrh

donde P representa el esfuerzo cortante total. La deformaciéon tangencial
correspondiente es®:

aw, 3 _P ;
ar = 722G ©
Integrando se obtiene la flecha debida al esfuerzo cortante
wi =22 a_ _ PR, a )
L= 4G " r 8x(1 — »)D r. J

Para obtener un valor mas preciso de la flecha de la placa (fig. 32) se
debe sumar (j) a la ecuacién (k) de la pagina 79. Cuando el radio b del
agujero es muy pequefio, la ecuacién de la flecha total debera ser

P 3+ . R r Php? a
810[2(1 Fp@-—mtrinclteg—p iy ®
La flecha en el contorno del agujero es:
_Pa®] 34 1 A a
Wmax = [2(1 + ») + 1= va: 5] )

El segundo término de esta expresién representa la correcciéon debida a
los esfuerzos cortantes. Siendo infinito cuando b tiende a cero, ya que se
supone que P tiene siempre un valor finito. Por consiguiente cuando b
tiende a cero, las tensiones y deformaciones tangenciales se haran infinita-
mente grandes.

El término de () que representa la correccién para el esfuerzo cortante no se
puede aplicar para una placa sin orificio. En el caso de una placa sin agujero debe
esperarse una correccién menor a causa del efecto de cufia debido a la carga concen-
trada P, aplicada en el centro de la cara superior de la placa. Imaginemos que la parte
central de la placa se separa por medio de un cilindro de radio.b pequefio, y que su

' Véase ibid., pag. 485.

? Si la placa no estd agujereada, el segundo miembro de la ecuacién (7) debe ser multi-
pllcado por (1 — »/(1 + »), de acuerdo con la ecuacién (#), pag. 97.
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accién sobre el resto de la placa esta sustituida por los esfuerzos cortantes verticales
equivalentes a P asi como por las fuerzas radiales S que representan el efecto de cufia
de la carga, fuerzas repartidas a lo largo del contorno superior del agujero como indica
la figura 45. Es evidente que estas Ultimas crean una tensién de la superficie media
asi como una deformacién de, la placa hacia arriba. Se debe entonces reducir el
término correctivo de la ecuacién (k) para hacerlo aplicable a una placa sin agujero.

$S

P -

I — tg’zl‘
v/ L---r --’}E-- r - S S a8 --,l

2b! a) b)
Fic. 45 Fic. 46

/7

SANNN

N \

Ny

S R
e

Para hacernos idea de la importancia de las fuerzas radiales, S, consideremos 1a placa
en las dos condiciones de carga de la figura 46. En el primer caso la placa esta
comprimida por dos fuerzas iguales y opuestas P, que actdan a lo largo del eje de
simetria z. En el segundo caso la placa estd sometida a una compresién uniforme, en
su plano, bajo el efecto de una presion p uniformemente repartida sobre la superficie
cilindrica del contorno. A causa de la deformacién lateral, estas presiones aumentan
el espesor de la placa en una cantidad

2
= P4
E
Se puede entonces, a partir de esta ecuacién, calcular el aumento Ar del radio r

de la placa, debido a la accién de las fuerzas P [fig. 46 a)]; para esto, aplicamos el
teorema reciproco a las dos condiciones de carga de la figura 46. Se encuentra

Ah

P Ak = 2xrhp Ar
de donde se deduce
Pah 2o P
r=s — = — —
2nthp  E 2ar (m)
Comparemos este aumento del radio al del radio de un cilindro de pared gruesa
producido por una presién interna p,. Si el radio interior & del cilindro es muy

pequefio comparado con el radio exterior 7, el aumento de 7 se obtiene mediante la
ecuacién' de Lamé

_1tvpt?
E r
Comparando (m) y (n) se llega a la conclusiéon de que el alargamiento radial

debido a P [fig. 46 a)] tiene el mismo valor que el producido por una presion interna

P, en una placa que tiene un pequefio orificio cilindrico en el centro (fig. 45). Estando

dado el valor de p, por la ecuacion siguiente:

2vP _ 1+ »pib?
E2er E ot

Ar

(n)

de donde
vP

P Tt «

! Véase Timoshenko, Strength of Materials, parte 11, 3.2 ed., pag. 210, 1956.

Librodot

29



Librodot

Teoria de laminas y placas, Capitulo 3 Tomoshenki y Woinowsky Krieger

926 TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS

Volvamos al caso de una fuerza concentrada en el centro de la cara superior de
la placa (fig. 45), se llega a la conclusién de que la fuerza S por unidad de longitud
de circunferencia del orificio debe ser igual a la presion p;A/2. Utilizando el valor
de p; dado en (o), se obtiene

vPh
2(1 + »)=b?

Estas fuerzas aplicadas a la cara superior de la placa producen sobre la placa
flechas w, cuyo valor se calcula sustituyendo
Sh _ vPh?

2 4(1 + v)wb?
en la ecuaciéon (73) y despreciando #* frente a a®. De esta forma se obtiene
Ph? 2yt Ph® a
w — — v a r v n % @)
8x(1 + »*D a* 41 — v¥»)aD r

Sumando (p) a (k) se obtiene la expresién siguiente, mas aproximada para la
flecha de una placa sin orificio bajo una carga P concentrada en el centro de la cara
superior:

P 34

=8 |20 49"

8 =

M1=

Ph? a
_  InZ
8x(1 + »)D r

vPh? a? — r?
- @
8r(1 + »)2D a?

Esta ecuacién se puede utilizar para calcular la flecha en todos los puntos de la
placa que no estan demasiado préximos al punto de aplicacién de la carga. Cuando
es del mismo orden de magnitud que el espesor de la placa, la ecuacién (g) no es
aplicable, y para obtener una solucién satisfactoria, la parte central de la placa debera
ser considerada de la forma que se explicé en el apartado anterior. Se obtiene un valor
aproximado de la flecha de esta parte central asimildndola a una placa de pequefio
radio b, sumando la flecha debida a las perturbaciones locales en la distribucién de
tensiones, cerca del punto de aplicacién de la carga a la flecha dada por la teoria
elemental'. La flecha debida a las perturbaciones locales es afectada muy poco por
las condiciones de contorno de la placa y, por consiguiente, puede determinarse
aproximadamente por medio de las curvas de la figura 44; la curva en trazos se
obtiene a partir de la ecuacién (92). Las flechas adicionales debidas a la perturbacién
local de tensiones son iguales a las diferencias entre las ordenadas de las lineas
continuas de la curva de trazos.

Por ejemplo sea una placa en que el radio de la parte interior, es b = 5h. La flecha
de la parte interior, calculada con ayuda de (92) y tomada como unidad en la
figura 44, es

a? —r?) +4r2In £]+

Pbt
8 = —— 5h)t
'~ 16xD lﬁrD( )

Utilizando la curva k/a = 0,2 (fig. 44), la flecha adicional debida a la perturba-
cién de la tensién local es

P
82 = 0,215, = 0,21 —— (5h)* n

16=D

Si se considera una placa en que b = 2,5k, se obtiene, con la curva kja = 0,4

52 = 0,81 -P— (2.5h)* (s)

' En el caso considerado esta flecha se calcula utilizando el pnmer término de (q) y susti-

tuyendo b por a.
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que difiere muy poco de la dada en (r) para b = 5h. Esto no es satisfactorio si se, toma
b < 2,5k pues, para radios inferiores, las condiciones de contorno de la placa gruesa,
llegan a ser importantes y las curvas de la figura 44, calculadas para contorno
empotrado, pueden no ser bastante exactas en este caso.

Finalmente para obtener la flecha de la placa bajo la carga se calcula la flecha por
medio de la ecuacién (g), sustituyendo r = 0 en el primer términoy r = b = 2,5h
en los otros términos. A esta flecha se afiade la de la parte central de la placa debida
a los esfuerzos cortantes y dada por (s).

En el caso particular de » = 0,3, las flechas de la placa circular simplemente
apoyada se pueden obtener por simple superposiciéon de las curvas trazadas en la
figura 44!, con la flecha

P(a? — %)
8«D(1 4+ »)

debida a la flexion pura creada por los momentos P/4n aplicados a lo largo del
contorno de la placa.

Se puede también sefialar que para valores pequefios de la relacién 7/a, la influen-
cia del esfuerzo cortante P/2nr sobre la flecha estd simplemente representada por el
segundo miembro de la ecuacién (g). A este término corresponde la pendiente

dwy
dr

®

I
1
SIS

Comparando este resultado con (¢), se concluye que si se introduce el factor

1 —»
1+

E=2 (w)

en (9) en lugar de k = 3/2, daria un valor maés preciso de la deformacion debida a los
esfuerzos cortantes en el caso de una placa sin orificios.

Todos los desarrollos precedentes no son aplicables mas que a placas circulares
flexadas segtin una superficie de revolucién. En los apartados 26 y 39 se dard una
teoria mds general de la flexion, teniendo en cuenta la influencia de los esfuerzos
cortantes sobre la deformacién de las placas.

' La figura 44 est4 calculada para »r = 0,3

7.——TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS
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