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Placas rectangulares
simplemente apoyadas

27. Placas rectangulares simplemente apoyadas con carga sinusoidal
Disponiendo los ejes de coordenadas como indica la figura 59, se supo-

ne que la-expresion de la carga repartida sobre la placa es

T g
g = g sen 3 Sen - (a)

b

donde ¢, representa la intensidad de la carga en el centro de la placa. En
este caso la ecuacion diferencial (103) de la deformada sera

d'w a'w 'w _ qo T Ty
ot T 25 3 Ty T D" e b (b)
Las condiciones en los limites para bordes simplemente apoyados, son

= M, =0 para x =0 Pl
w =0 M, =0 para y =Ak gy

PR

.Fic. 59
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Usando la ecuacion (101) de los momentos flectores y observando que
por ser en los bordes w = 0 v 9%w/0x> = 0 y 8°w/8y* = 0 para los bordes
respectivamente paralelos a los ejes x e y, se pueden escribir las condiciones
en los limites de la forma:

Dw=0 @&

dx?
*w
ay*

Se comprueba que todas las condiciones en los limites se cumplen si se
expresan las flechas mediante

=0 paraz=0 v r=a0
: ()

@ w=0 @) S3=0 paray=0 vy y=>

w = ('sen %;Esen T—-f (@

donde la constante C debe elegirse de modo que satisfaga (b). Sustituy’endb

(d) en (b) se encuentra
1 (A% Go
(= + - T
(a2 b?) “=D

v se llega a que la deformada que satisface a (b) y a las condiciones de

contorno (c), es
qo T Ty
- sen — sen — (e)

1 1\ a b
“‘D(aﬁﬁ)

Con ayuda de esta expresion y las ecuaciones (101), (102), se encuentra:

M= 2 (1 "Yeen™gen™
.,(1 ])2(1'1‘3—|_I')2 sen %€y
=

w =

a® ' b?
1
M, = — _1_‘2’0 % (ai2 + E)sen?sen%
afl 4 1 6))
i + b2
M., = s gl _-—V)._, cos == cos %y
w? (—l— + l) ab
a® ' b?

Se ve que la flecha maxima y los momentos flectores maximos se
producen en el centro de la placa. Sustituyendo x por a/2 e y por b/2 en
(e) v (f) se encuentra:

Wmax = _+1'——2 (124_)
: i, Sl
M: max = qnw— l i )
i ofl  CLY (a” B b")
a1 p
ey % 5 1 (125)
A (a_g + ﬁ)
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En el caso particular de una placa cuadrada, a = b, y las férmulas
precedentes seran

_ gt i _ (1 + v)gea?
wmax B 411'4D (Mz)mux s (ﬂfy)ma\x 4:172 (126)
Se calculan los esfuerzos cortantes por las ecuaciones (106) y (107) y se
g Q= —-2  cosEsen¥
3 1,1 a b
AL ©)
g
T
Q= ~ 9% . ieen - 008 %y_

wb( + blz)

Para obtener las reacciones en los bordes apoyados de la placa, se opera
como indica el apartado 22. Para el borde x = a se encuentra

oM.\ ot 2 —
V. = (Q, it ay“)m - .1)2(0,_2 +22 ”)sen LN
Ta

et

De la misma manera, para y = b. _
1 2 — .
(Qu oM, ) Al i | atla P (_2 o ._gv)sen’l‘? @)
. 1 1 b a a

Por consiguiente, el reparto de la reaccién sigue una ley sinusoidal, el
signo menos indica que las reacciones sobre la placa actian hacia arriba.
Por simetria se llega a que las formulas (k) e (¢) representan también las
distribuciones de las reacciones a lo largo de los lados x = 0 e y = 0. La
resultante de las reacciones es:

240 1/1 . 2—»\[* my
1—i__2|:a(?+_b§_~)ﬁsen—-b dy
4 $+b—z)

1/1 2=\ [ 4quab 8qo(1 — ») :
'Jf‘*(g'g‘}’"‘"ag—)/;sengd] = + u (J)

b 2
"’ab(l + blz)

4q°“b f / gosen " sen T de dy (k)

se llega a la conclusion de que la suma de las reacciones repartidas es mayor
que la carga total sobre la placa expresada por (r). Este resultado se explica
facilmente si se tiene en cuenta que como en el apartado 22 se obtienen no
solamente las reacciones repartidas sino también las reacciones concentra-

Observando que
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das en los angulos de la placa. Estas reacciones concentradas son iguales
por simetria y su valor como se ve en la figura 51 es

2q0(1 —
Ro=3@fs)iindm —pd =) )
w’ab (l + L
a? b?

Este signo positivo indica que las reacciones estan dirigidas hacia abajo.
Su suma es exactamente igual al segundo término de la expresion (). La
figura 60 indica las reacciones repartidas y concentradas que actian sobre
la placa y equilibran la carga definida por la ecuacion (a). Se puede ver que
los angulos tienen tendencia a elevarse bajo la accion de la carga aplicada
y deben producirse las reacciones concentradas R para evitarlo. g

La tension de flexion méxima se produce en el centro de la placa.

N/ — s ~ .

R R
Fic. 60

Suponiendo a > b, se encuentra en el centro que M, = M,. Por consi-
guiente, la tension de flexion maxima es

6 ﬂf i 6 v 1
(O'y)lmi,x = ( i;) o qo 2\ = + 1.2
h 1 1) a b
o= + =
a? = b?
La tension tangencial maxima aparecera en los puntos medios de los
lados mayores observando que el esfuerzo cortante total 1V, = O, —

—0M,,[0x esta repartida a todo el ancho del espesor de la placa siguiendo
una ley parabélica y utilizando la ecuacion (i), se obtiene

3 1 2 —
(T4e) s = 190 1\2 (b_.g * al V)

Si la carga sunisoidal esta dada por
mrz nwy
= goSen —— sen —*
9= qo q (m)

b

donde m y n son numeros enteros, se opera como anteriormente y se
obtiene para la deformada

w = —?T"Ese“ T sen n_;g (127)
aqpm n a
el 5 Sy

de donde se obtiene por derivacién, los momentos flectores y torsores.
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28. Solucion de Navier para placas rectangulares simplemente apo-
yadas 3

Se puede utilizar la solucién del apartado precedente para calcular las
flechas producidas, sobre las placas rectangulares simplemente apoyadas,
para toda clase de carga expresada por la ecuacion

g = flx,y) (a)

Para ello, se representa la funcién f(x,y) bajo la forma de una serie
trigonométrica doble':

L o«

o MEL sony 24 128
fly) = Z Gmn sen —= sen — (128)

m=1n=1

Para calcular los coeficientes a, , de esta serie, se multiplica esta
ecuacion por sen (n'zy)/b dy v se integra entre 0 y b.
Advirtiendo que:

b nwy n'ry
it 2 dy =
ﬁsen p Sen dy

0 cuandon # n’
b nwy n'ry _ b A
ﬁ] sen = sen —= dy = 5 cuandon = n

’

Se encuentra que

b r e
e . = , sen MTE
[} f(z,y) sen b dy = 5 2 G’ SEN — (b)

m=1
Multiplicando los dos miembros de (b) por sen (m'zx [a)dx e integrando
entre 0 y a, se tiene

a b m! ]
2,y) sen 7L sen LY dx dy = ?;b Aom'n’
)y J
o Jo b 4

a

de donde

4 fa [b m'zx n'my
Uity = E_ﬁﬁ ﬁf(:t:,y) sen — sean.r;dy (129)
Verificando la integracion (129) se encuentran los coeficientes de la
serie (128) para una distribucién de carga dada, es decir, para f(x, y)
conocido y se representa en este caso la carga dada como la suma de cargas
parciales sinusoidales. La flecha dada en cada carga particular ha sido

! Navier fue el primero que resolvio asi este mismo problema en una Memoria que pre-
sent6 a la Academia Francesa de Ciencias en 1820. El resumen de esta Memoria fue publicado
en Bull. Soc. Phil.-Math., Paris, 1823. El manuscrito se encuentra en la biblioteca de 1'Ecole
des Ponts et Chaussées.
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estudiada en el apartado anterior y la flecha total se obtiene sumando los
términos dados por la ecuacion (127). Por consiguiente nos encontramos

L) )

53 ¥ 1 X Asnn mmwx m
w=—p 242 ( i ﬂ’2)zsen s 4 (130)
b2

n=

§I\

Tomemos el caso de una carga uniformemente repartida sobre la super-
ficie de una placa para ilustrar la aplicacién de la solucion general (130).

En este caso.
f(xyy) T ‘i'o

donde g, es la intensidad de la carga uniformemente repartida. La ecuacién
(129) nos da: )

4(1".[ [ sen ’flﬂ sen n_';'?_; drdy = :QEE; ()
donde m y n son nimeros enteros impares. Si m o n, o los dos son pares
a,, = 0.

Sustituyendo en (130) se encuentram =1, 3,5, ..., yn =1,3,5, ...

mmrx nwy

lﬁanESen g Sen -
= N (131)

n

)
En el caso de una carga uniforme, se tiene una deformada simétrica
respecto a los ejes x = a2, ¥y = b/2 y todos los términos correspondientes

a valores pares de m o n, en (131), desaparecen puesto que no son simétricos
respecto a los ejes mencionados. La flecha maxima de la placa esta en su
centro y se expresa, sustituyendo x = a/2; ¥y = b/2 en (131) dando,

-1
2 :2 : — 2
Wmax = ]-qu 1) ' (132)
.n2

b2
Esta es una serie rapidamente convergente; una aproximacion suficiente
se obtiene tomando el primer término de la serie, que en el caso de una
placa cuadrada da
4([0{1

- qoat
Wmax = —¢5 = 0,00416 }’)

donde, sustituyendo D por su valor y suponiendo » = 0,3,

i : qoat
Whax = 0,0454 Ehe

Este resultado tiene un error del orden de 2,5 % (v. tabla 8).
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De la expresién (132) se deduce que las flechas de dos placas que tienen
el mismo espesor e igual relacion a/b, aumenta con la cuarta potencia de la
longitud de los lados.

La ecuaciéon general (131) da el valor de los momentos flectores y
torsores, utilizando las ecuaciones (101) y (102). La serie obtenida en este
caso no converge tan rapidamente como (131) y en un posterior estudio
(v. ap. 30), se dara otra forma de solucién mas apropiada para calculos
numeéricos. Puesto que los momentos estin expresados por las derivadas
segundas de (131), sus valores maximos si se toman ¢, y D iguales son
proporcionales al cuadrado de las dimensiones lineales. Puesto que la carga
total sobre la placa igual a g, ab, es también proporcional al cuadrado de las
dimensiones lineales de la placa, se llega a que para dos placas de igual
espesor y de la misma relaciéon a/b, los momentos flectores maximos y, por
consiguiente, las tensiones maximas son iguales si las cargas totales sobre
las dos placas son iguales’.

29. Otras aplicaciones de la solucién de Navier

Se ve, por el estudio del apartado anterior, que la flecha de una placa
rectangular simplemente apoyada (fig. 59) siempre puede representarse en

0 . X
1
pe= U = 'J!}
|
' 7
7 ?
o A
pt=e
== === g-=——- >

Fic. 61

la forma de una serie trigonométrica doble (130), siendo los coeficientes a,,,
dados por la ecuacién (129).

Apliquemos este resultado al caso de una carga Unica P uniformemente
repartida sobre el area de un rectangulo (v. fig. 61). En virtud de (129),

tenemos
E4u/2 'I'+W"2 mrx
[ en —- sen —= J dx dy
abuv E—u/2 n—v/2
o sea
a sen sl o L T e (a)
e wzmnuu a b 7 2b

‘_ Esta conclusion fue establecida por Mariotte en el trabajo Traité du mouvement des eaux,
publicado en 1686, Véanse trabajos cientificos de Mariotte, nueva edicién, vol. 2, pags. 467
v 1740.
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Si, en particular, £ = a/2, n = b/2, u = a y v = b, la ecuacién (@) es
idéntica a la (c), obtenida en el apartado 28, para una placa uniformemente

cargada.
Otro caso de interés practico es la carga Uinica concentrada en un punto
x = & y = 1, de una placa. Utilizando (a) y haciendo tender u# y v ha-

-1a 0, se tiene
o Amn = Es nmsen Vo) b
A i b )

y con ayuda de (130), se obtiene para la flecha

mm§ nan

= sen —— sen —/——
4P a b
= ;ia@ 2—?122“ sen mTﬂ s5€en ?Eg‘y (133)
m
m=1 n=1 (‘.ﬁ? F)

La serie converge rapidamente y se puede obtener la flecha en todo
punto de la placa, con una aproximacion suficiente, no tomando mas que
los primeros términos de la serie. Calculemos, por ejemplo, la flecha del
centro, cuando la carga esta aplicada también en el punto medio. Tenemos

entonces, £ = x = af2,1 = y = b/2 v la serie (133) da
S 4P 1 ©
max ~ r“abD m2 n? 2
m=1 n=1 3—2 + F
dondem = 1, 3,5...yn=1,3,5 ... En el caso de una placa cuadrada la
ecuacion (¢) debera ser e
e 4Pa? 1
T D (m?* + n?)?
m=1n=1
tomando los cuatro primeros términos de la serie se encuentra
. 0,01121Pa?
max T D

que es aproximadamente 3,5 % menor que el valor exacto (v. tabla 23,
pag. 165).

Como la serie (128), representa la intensidad de la carga concentrada,
es divergente en el punto x = £, y = 1, igualmente lo son las series que
expresan los momentos flectores y los esfuerzos cortantes en el punto de
aplicacion de la carga.

Consideremos la expresion

- = “4 sen
w = K(x,y,En) = miabD E ;2
m=1 n=1

mwf nw .
S sen T sen 4 sen REY
a a b

m?:  n?
(a* 5 'f?) (134)

Librodot
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que, en virtud de la ecuacion (133) representa la flecha debida a la carga
unidad P = 1y que se escribe en resumen K(x,y,£,1). Siendo las variables
xey w = K(x4&n) es la ecuacion de la deformada de la placa, sometida
a una carga unidad aplicada en un punto fijox = &,y = 1. Si £ y 1 son las
variables, la ecuacion (134) define la superficie de influencia para la flecha
de la placa en un punto fijo x, ¥, cuando la posicion de la carga unidad
movil esta dada por £ y 1. Ademas para una carga cualquiera de intensidad
f(&, v) repartida sobre un area A conocida, la flecha correspondiente se
obtiene facilmente en todo punto de la placa. En efecto aplicando una carga

elemental f(&,1) did)y al punto x = &, y = 4 vy utilizando el principio de
superposicion, se llega a la flecha
w= [[ fEnK@ytn dtdn (135)
A

estando la integral doble extendida a la superficie cargada y K(x,v,&,7)
dada por (134).

A la funciéon K(x,y,£,1) se le llama a menudo funcién de Green de la placa. Esta
funcién estd asociada a las condiciones en los limites de una placa rectangular
simplemente apoyada cuando estd dada bajo la forma 134. De todas formas, muchas
propiedades de la funcion de Green son independientes de estas restricciones. Un
ejemplo de esto es la propiedad de simetria, expresada por

K(x)y; Er‘?) iy K(E,ml’,y)

que deriva del teorema reciproco de Maxwell' y que es facil de comprobar en el caso
particular de la funcion (139). L]

Como en el ultimo ejemplo de la aplicacién de la soluciéon de Navier, considere-
mos el caso de una carga P uniformemente repartida sobre el drea de un circulo de
radio ¢ y de centro el punto de coordenadas x = £, y = 1. Operemos en coordenadas
polares, g, § tomando como origen el centro del area cargada y sustituyendo el drea
elemental dx dy de (129) por gdpdf, obtendremos, en la misma ecuacion (129)

. P [} 27 '
i 4.8 - mx(t + p cos 6)Sen nw(n + psen ) o dp do @
abwe? Jo Jo a b

La solucion de la integral (d) da, a condicién que el circulo g = ¢ quede por
entero en los limites de la placa®:
mwE nry
(e)

oy J1(v¥mnc) sEN s sen T

=

QAmin
donde 3, = 7 V/(mla)* + (n/b? y F.(3,..¢) es la funcién de Bessel, de primer orden
con el argumento y,, c. La flecha buscada se obtiene sustituyendo (e) en (130).

Se ve que la solucién de Navier sigue siendo sencilla en los casos
relativamente complicados de distribucién de carga. Por otra parte la serie
doble de esta solucién no es cémoda para los cdlculos numéricos, especial-
mente en el caso en que intervienen derivadas de orden elevado de w.

' Véase, por ejemplo, S. Timoshenko v D. H. Young, Theory of Structures, 1945, pag. 250,
® Véase S. Woinowsky-Krieger, Ingr.-Arch., vol. 3, 1932, pag. 240.
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Veremos en el apartado siguiente otra forma de solucién de flexion de
placas rectangulares.

30. Otra solucién para placas rectangulares simplemente apoyadas y
uniformemente cargadas

Estudiando los problemas de flexion de placas rectangulares que tienen
dos bordes opuestos simplemente apoyados, M. Lévy' sugirio tomar como
solucion una serie

b Z Y, sen 0% (136)

m=1

donde Y,, es funcién sélo de y. Se supone que los lados x = 0y x = a

(fig. 62) estan simplemente apoyados. Por consiguiente, cada término de la
serie (136) satisface las condiciones en los limites w = 0 y 0°w/0x* = 0, en

L
o
_1-

== P g = 2= Mo -
Y

Y
Fic. 62

estos dos lados. Queda por determinar Y, de modo que satisfaga las
condiciones en los lados y = -+ b/2 y también a la de la deformada

dw o'w d'w _ q :
az T2l oy? 1 ayt D ()

Aplicando este método a placas rectangulares uniformemente cargadas
y simplemente apoyadas, se puede llegar a otra simplificacion poniendo (a)

bajo la forma?
W= W W, (b)

vy poniendo q
W = 55 (¢4 — 2a2? + a’x

' Véase Compt. rend., vol. 129, pigs. 535-539, 1899, Esta solucién fue aplicada en varios
casos de flexion de placas rectangulares por E. Estanave, Theses, Paris, 1900; donde se encuentra
la transformacion de la serie doble de Navier en serie simple de Lévy.

* Esta forma de solucion fue utilizada por A. Nidai, Forschungsarb., nums. 170 v 171,
Berlin, 1915; véase también su libro Elastische Platten, Berlin, 1925.

11
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esto es w, representa la flecha de una franja paralela al eje de las x, cargadas
uniformemente. Esto satisface la ecuacién (a) v también las condiciones en

los bordes, parax = Oy x = a.
La expresion w; debe satisfacer evidentemente a

d'w, 4w, dtw,
52 o C UL 1 Lnd
dxt + dz? ay? + ayt
y debe tomarse de tal manera que la suma (b) satisfaga a todas las con-
diciones en los bordes de la placa. Tomando w;, bajo la forma de la se-
rie (136) en el cual, por simetria, m = 1, 3, 5 ... v sustituyendo este valor

en (137), se tiene

b 2 4
E (Y:,:' — 9 m;’ Y7 4 m;’ Ym) sen ™% —

m=1

=0 (137)

Esta ecuacion puede cumplirse para todos los valores de x a condicidn
de que Y, satisfaga a '
mirt

at

miw?
vi+

a?

yw — 2 Y =0 (@)

La integral general de esta ecuacion es de la forma'

Y, — ga* (Am & may + B mamay i mamy
D \ a a a
. ,
ms mamy may
+ Cmsh—2 4 D=2 ¢h ”) (138)
a a a

Advirtiendo que la deformada de la placa es simétrica con relacién al
eje x (fig. 62), no quedan en (138) mas que las funciones pares de g y las
constantes de integracion C,, v D, son nulas.

La deformada (b) estid entonces expresada por la ecuacion

sl Qidorany o tag 3
w 24D($ 2a.i+a;c)
5 ay 1 ms mm
2 g qum i sy ot 1y)sen e ()
. a a a a

que satisface a (a) asi como a las condiciones en los limites en los bordes
x = 0y x = a. Queda ahora calcular las constantes de integraciéon 4, y B,
de tal manera que satisfagan las condiciones de contorno

9w
w=10 a_y2_0 (62

' P. F. Papkovitch, Priklad. Mat. Mekh., 1941, sugiere una forma con alguna pequefia di-
ferencia para Y,, mds conveniente en ciertas condiciones en los limites.
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en los lados ¥y = + b/2. Se empieza por desarrollar (¢) en serie trigo-
nométrica, lo que da'

=

4qa’ 1 mrx
5D —5 sen
T m a

m=1

S/ S 24} un
24D(x 2ax? + adx)

donde m = 1, 3, 5, ... La deformada (e) toma entonces la forma

1 ¢ 4 7 ms maay mamy
e 4 Z ( + A, ch it + B, u2d sh }) sen 2 (g)

D am a a a a
m=1
donde m = 1, 3, 5, ... Sustituyendo en las condiciones de borde (f) v
utilizando la notacion
marb
% = Om (h)
Se obtienen las siguientes ecuaciones que determinan las constantes A4,
y B,
gy + Anchapn + amBnsha, =0
(A, + 2B,)cha, + ayB, sha, =0
de donde
2(am than + 2 2
Aga o cond B S il )
am® ch a, a*m® ch a,

Sustituyendo estos valores en (g) se obtiene la deformada de la placa
que satisface a (a) v a las condiciones de los limites y toma la forma

o

4qa’ 1 a, th a, + 2 2a,y
W = —— —[1 — ch
D A 2 ch a, b

o8 A e
By Sy

con la cual se puede calcular' .4 flecha en todo punto utilizando las tablas
de funciones hiperbolicas®
La flecha maxima se sitla en el centro de la placa (x = af2), y = 0,

donde "
o ‘1‘(}04 E (_l){m ~1/2 A [ 3 th am + 2 U}
D m° 2 ch an

m=135,..

Am 2 2a.m, max
P X ) B (139)

! Véase S. Timoshenko, Strength of Materials, 3.2 ed., parte I1, 1956, pdg. 50.

* Véanse, por ejemplo, Tables of Circular and Hyperbolic Sines and Cosines, 1939, v Table
of Circular and Hyperbolic Tangents and Cotangents, 1943, Columbia University Press, Nueva
York; también British Association for the Advancement of Science, Mathemathical Tables,
3.2 ed., vol. 1, Cambridge University Press, 1951; finalmente, F. Liésch, Siebenstellige Tafeln
der elementaren transzendenten Funktionen. Berlin, 1954,
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Despreciando el segundo término de paréntesis, esta serie representa la
flecha en el centro de una franja uniformemente cargada. Por consiguiente
se puede representar (j) en la forma

5 qa 49'04 (_1)fm_”'llz A th am + 2
T 5
384 D D 35, m 2chay,

4

(140)

Wmax =

La serie de esta expresion converge muy rapidamente! y se obtiene una
precision suficiente tomando sélo el primer término.
Consideremos que una placa cuadrada se deduce de (k) que
_m _ 3r
ay = § ag = -2"
y (140) da

5 ¢qa* 4qat gat
Wmix = 382 ) ~ 75D (0,68562 — 0,00025 + ) = 0,00406 )
Se ve que el segundo término de la serie.-entre paréntesis es desprecia-
ble; no tomando mas qué el primer término la formula de la flecha se
obtiene con tres cifras exactas.
Utilizando (140), se representa la flecha maxima de una placa por

4
W, =a % (141)

donde a es un factor numérico dependiente del cociente b/a de los lados de
la placa. La tabla 8 (pag. 141) da los vafores de a.

Los momentos flectores M, y M, se obtienen con la ayuda de (e).
Sustituyendo la parte algebraica de esta expresion en (101) se encuentra
que: . '

M, = q:c(02 z) M s qx(a2 z) )

La sustitucion de la serie de (¢) en las mismas ecuaciones da:

MY = (1 — »)qa®r? E m? [A,.. ch ﬁ;'_.
m=1
+ B. (m_:u'y e S - ch —mwy)] sen 2T
a a 1 —v» a a
. . @
M) = —(1 — »)qa*n® 2 m? [A,,, ch m—;—
m=1
mmry mary 2 mwy mmrx
+ Bm( i a + 1 v ]

! Se supone que b > a, como en la figura 62.

Librodot
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L.os momentos flectores totales se obtienen sumando las expresiones (k)
vy (). A lo largo del eje de las x la expresion de los momentos flectores toma

la forma .
(M2)ymo = q‘”—(“{—x) — gaw? E m2vBn — (1 — ») A sen mT’”"
m=1,3,5,...
(M)ymo = v‘%‘ﬂ — gar? 2 mA2Bn + (1 — ») An]sen ﬂ:—"’
m=13,05,...

Estas dos series convergen rapidamente y los momentos se calculan
asimismo y vienen dados por

(Ma:)y=0 = ﬁ’qaz (My)yn-o b ﬁ{qag (m)

La tabla 6 da los valores numéricos de los factores 'y f,.

TanLa 6
Factores ' v /i] para momentos flectores de placas rectangulares simplemente apoyadas bajo
carga g uniformemente repartida
r=103, b =a
M, = fqa®, y =10 | M, = piga*, y =0

I

T

_-I et X = x = x = X = x = X == A o=
|

x
02a  03a 04a 0,5¢  0,da | 0,2a | 0,3a | O4a | 0,5a

— : ! !
1,0 0,0209 0,0343 | 0,0424| 0,0466| 0,0479 | 0,0168" 0,0303/ 0,0400 | 0,0459 0,0479
1,1 0,0234 0,0389 | 0,0486| 0,0541| 0,0554|0,0172| 0,0311 0,0412 | 0,0475 | 0,0493
1,2 | 0,0256| 0,0432 | 0,0545| 0,0607 0,0627 | 0,0174 0,0315 0,0417 | 0,0480 | 0,0501
1
1

3 ' 0027?| 0,0472 10,0599 0, 0671 0,0694 | 0, 0175 | 0,0316| 0,0419 | 0,0482 | 0,0503
& ' 1 0, 029rn 0,0509 | 0 0649 | 0, 0730 0, 0755 |0, 0175 | 0,0315| 0,0418 | 0,0481 | 0,0502

1,5 l 0, 0314| 0,0544 |0 0695 0 0783| 0, 0812 0,01 ;3 0,0312| 0,0415 | 0,0478 | 0,0498
1,6 ! 0,0330| 0 0572 |0,0736| 0,0831| 0,0862 | 0,0171| 0,0309' 0,0411 | 0,0472 | 0,0492
1,7 | 0, 0344/ 0,0599 | 0,0773| 0,0874 0.0908 0, 0169 | 0,0306| 0,0405 | 0,0466 | 0,0486
1,8 | 0,0357 0,0623 0 0806 0,0913 0,0948 | 0, 0167 0,0301| 0,0399 | 0,0459 | 0,0479
1,9

00368 0,0644 | 00835 00948 00985 00165 0,0297| 0,0393 | 0,0451 0,0471

2,0 0, 0378 0,0663 | [J 08610, 0978 0, 101? 0,0162 0 0292' 0,0387 | 0,0444 | 0,0464
2.5 0, 0411 0,0729 | 0,0952 0 1085| 0, 1129 0,0152 0,0272] 0,0359 | 0,0412 | 0,0430
3,0 0,0431| 0,0763 | 010'00 0,1142 01189 0,0145 0,0258 0,0340| 0,0390 | 0,0406
4,0 -00445 0,0791 | 0,1038 0,1185 0,1235 |00138 0,0246' 0,0322 | 0,0369 10,0384
= 500450 00800 01050 0,1200| 01250 0,0135 0,0240 0,0315 00360I003?S

l

Los momentos flectores que actiian a lo largo de la linea media x = a/2
se pueden calcular de la misma manera y se escriben

(M.t):-:aﬂ T ﬁ”qas (My):::aﬂ = B’i’qas (n)

15
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La tabla 7 da 8" v §'}.
Los valores maximos de estos momentos

(M)max = 898> (M,)mex = Brga? (©)

TasrLa 7

Factores " y () para momentos flectores de placas rectangulares simplemente apoyadas
bajo carga g uniformemente repartida

»y=03, b>a
| M, = f'"ga®, x = a2 M, = pqa®, x = a2
bla | | | T |
: y=|y=|y=|y=| _,¥y=|y=|yp=|y=
| 04a | 03a | 02a 01a Y=Y 04a 03a| 02a 01a ¥=0

0 0,0168 0,0303 |0, 0400 0, 0459 0,0479  0,0209 | 0,0343 0, 0424 0 0466 0,0479
1 | 0, 0197| 0,0353 | 0,0465| 0,0532 ' 0,0554 0,0225 | 0,0363 0,0442 | 0,0481| 0,0493
2 |0 ,0225| 0,0401 |0,0526| 0,0600 | 0 ,0627| 0,0239 | ' 0,0379 0,0454 | 0,0490| 0,0501
3 10,0252 0,0447 0,0585 0 0667 | |0 0,0694| 0,0252 0 0391| 0,0462  0,0494 0,0503
4 0,0275 0,0491  0,0639 0,0727 | 0,0755] 0,0263 | 0 0402| 0,0468 0, 0495- 0,0502

| |
5 |0 D302| 0,0532 | 0,0690| 0,0781  0,0812 0027'1 0 0410| 00470| 00493| 0,0498
| 0,0324| 0,0571 |0 07??| 0,0832 | 0,0862 | 0,0288  0,0417| 0,0471 | 0,0489| 0,0492
| 0,0348 0,0607 | 0,0780| 0,0877 | 0 0908: 0,0295 0,0423 0 0470f 0,0484 0,0486
0,0371 0,0641 0,0819' 0,0917 | 0,0948 | 0,0304 | 0,0428 0,0469 ' 0,0478 | 0,0479
0,0392‘ 0,0673 0,0854| 0,0953 | 0,0985| 0,0314 | i 0,04335 0,0467 0,0472_ 0,0471

| 0,0413] 0,0703 | 0,0887| 0,0986 | 0,1017 0,0322 0,0436| 0,0464 0, 0465 0,0464
10,0505 0,0828 | 0,1012 0, 1102' 0,1129 0,0360 | 0 L0446 0,0447 | 0,0435 | 00430
| 0,0586/ 0,0923 /10,1092 0,1168 | ' 0,1189| 0 0389 0,0447 0,0431 |0 0413 0,0406
| 0,0‘?23| 0,1054 0,1180 0,1224 | 0,1235 U,U426| 0,0436 00406 0 0339| 0,0384

0,1250 0,1250 0,1250| 0,1250 0,125%! 0,0375/ 0,0375 0,0375 0 03?3| 0,0375

4 Lo

cowno

b

se producen en el centro de la placa (x = af2, v = 0) y los factores corres-
pondientes § y #, figuran en la tabla 8. La distribucion de los momentos
en el caso particular de una placa cuadrada esta indicada en la figura 63.

Se ve en la tabla 8 que, cuando la relacién b/a aumenta los momentos
v la flecha mdxima de la placa tienden riapidamente hacia los valores
calculados para una franja uniformemente cargada, o para una placa flexada
segln una superficie cilindrica, que corresponden a b/a = . Para b/a = 3
la diferencia entre la flecha de la franja y la placa es aproximadamente
el 6,5 %, Para bjla = 5, esta diferencia es inferior al 0,5 9,. Las diferencias
entre los momentos flectores maximos para las mismas relac10nes de b/a
son respectivamente, 5 y 1/3 9.

Se concluye de estas comparaciones, que para b/la = 3 los célculos para
una placa pueden sustituirse por las de franja, sin error importante.

La expresion (e) puede usarse también para el calculo de los esfuerzos
cortantes y las reacciones en el contorno. Calculando la derivada segunda
de esta expresion, encontramos

Pw | w gz(a — x} 2r2qa? mwy  mwxx
Aw = =2 Y q 3 -h
w Fye a7 5D m*B,, c g sen =

Librodot
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TaprLa 8

Factores a, , y, 4, n para placas rectangulares simplemente apoyadas uniformemente cargadas
y' =03

Tk 4 (AI ”)'ueix (‘I"f-")maix (Q"')m:ix (O, }m;ix ( V")méx (VJ' ) miix R

bla | = a g’ = pga* | = fga®| = yqa| = yqa| dqa | = dga | = ngd

r! | fi gl ¥ ! 1 | @ th n
T + T T
1,0 | 0,00406 | 0,0479 | 0,0479 0,338 | 0,338 0,420 0,420 0,065
g | 0,00485 | 0,0554 | 0,0493 0,360 | 0,347 0,440 0,440 0,070
1,2 |0,00564 | 0,0627 | 0,0501 | 0,380 | 0,353 .| 0455 | 0453 | 0,074
1,3 | 0,00638 | 0,0694 | 0,0503 | 0397 | 0357 | 0468 | 0464 0,079
1,4

| 0,00705 | 0,0755 | 0,0502 0,411 | 0,361 0,478 | 0,471 0,083

0,00772 | 0,0812 | 0,0498 0,424 0,363 0,486 | 0,480 0,085
| 0,00830 | 0,0862 0,0492 | 0,435 0,365 0,491 | 0,485 0,086
0,00883 | 0,0908 = 0,0486 0,444 0,367 0,496 | 0,488 0,088
0,00931 | 0,0948 0,0479 | 0,452 0,368 0,499 | 0,491 0,090
0,00974 | 0,0985 0,0471 | 0,459 0,369 0,502 | 0,494 0,091

ey
e

2,0 0,01013 | 0,1017 = 0,0464 0,465 0,370 0,503 | 0,496 0,092
3,0 0,01223 | 0,1189 | 0,0406 | 0,493 0,372 0,505 | 0,498 0,093
4,0 0,01282 | 0,1235 | 0,0384 | 0,498 0,372 0,502 0,500 0,094
5,0 0,01297 | 0,1246 0,0375 | 0,500 0,372 0,501 0,500 0,095

=

0,01302 = 0,1250 0,0375 : 0,500 0,372 0,500 0,500 0,095

17
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Sustituyendo en (106) y (107), se tiene,

a— 2x = mamy max
0. = i(—-—) — 27%a 2 m’B,, ch —— cos
2 a a
me=]
may max
0, = — 24°qa E m®RB,, sh e sen s
A~ a a
Para los lados x = 0 e y = — b/2, se encuentra
a may
(Q2)zm0 = % — 2r%a E m*B,, ch e
a
m=1]1
may
_ 99 _ 4qa ais W
2 m? m? ch a,,
4 ' m=135,...
max
(Q)) etz = 2rga 2 m®B,, sh a,, sen
me=1
4ga th a,, max
=\ — sen
T m® a
m=135,...

El valor numérico maximo de estas fuerzas se obtiene en el centro de
los lados, donde

_ e _4qa kit
(Q2)z—0,y=0 2 ) m?® ch a,, o
m=13,5...
o ()
4 a ....1 (m—1)/2
(Qy):=a!2.v-u—b.|’2 = T—qz (——3?'1-5—— th a,, = mqa
m=135 ...
La tabla 8 da y v y,.
Las reacciones a lo largo del lado x = 0 son
may
= ch 2

o (Q _My)  _ga_4qa 0, 3

% 7 Ui e w? m® ch a,y,

m=123.5...
€ 2(1 — »)qa ol
m? m® ch® a,,
m=135...
m: ay ay
Ay sh Ay Ch s = ki Ch Aony Sh ”I‘TJ‘)
a a a

18
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El valor numérico maximo de esta reaccion se sitia en el punto medio
del lado ¥y = 0, donde se encuentra

o

1: s 1
(Vz)z=0.b‘=0 = qa [§ =y ; 2 m

m=13035,...
©

+ 2(1 — ») am sh a,

2

T m® ch a,,

]= dga  (q)

m=13,5,...
donde & es un factor numérico dependiente de » v de bja que se obtiene
asimismo, sumando las series convergentes de (g). En la tabla 8, se encuen-
tran los valores numéricos de 4 y 8§, que corresponden al centro de los lados
paralelos del eje x. La figura 63 muestra la distribucién de las reacciones a
lo largo de los lados de una placa cuadrada. Las reacciones debidas a los
momentos de torsion M, aparecen también en esta figura. Estas Gltimas
estan equilibradas por las reacciones concentradas en los angulos de la placa
cuvo valor es

w
R = 2(M:cv)z—a.y—b!2 = 2D(1 - I") (6I ay)a:=a yb/

o

_ 1
= g!'_l)q_aj E f [(1 + am th uy,) sh ay,
mocn a,y

3

=1,3,5,...
g — ap ch a,] = nga®>  (r)
0.15
o ———
010
7
g

v
oosp i

0
1.0 1.5 2,0 25 - 30 3.9 40
Relacién 2.
a
Fic. 64
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Estas fuerzas estan dirigidas hacia abajo e impiden que se levanten las

esquinas de la placa durante la flexion.
La altima columna de la tabla 8 da los valores de n. Las curvas de la

figura 64 representan los valores a, §, §;, 4 en funcién de b/a.

Puesto que estamos en presencia de las fuerzas R que actGan hacia abajo y son
importantes, se deberd prever un anclaje de los dngulos de la placa, si no estin
solidamente fijados a las vigas de apoyo.

Para determinar los momentos que levantan los dngulos, consideremos un ele-
mento abc de la placa tomado de un angulo (v. fig. 65) e introduzcamos, con el mismo
objeto, nuevas coordenadas 1, 2 formando un dngulo de 45° con x e y. Se puede

ol

M, M

2
A a 50 ‘\_430‘\/'} / 9
gl a

Fic. 65

comprobar ahora que los momentos flectores que actian sobre ab y cb son M, =

— R/2y M, =+ R/2 y que los momentos torsores correspondientes son nulos. En
efecto, utilizando la ecuacidon (39) se obtiene para el lado ac que esta, para el elemento
de borde, dado por « = — 45°, el momento flector

M, = M,cos?a + M, sen> « =0

compatible con las condiciones de borde de una placa simplemente apoyada. El valor
del momento torsor aplicado sobre el mismo elemento de borde se obtiene de la
misma manera con la ayuda de la ecuacién (40). Poniendo a = — 45°, se encuentra

1 R
M. = Esen2a{M1 - M) = 2

compatible con (r). Asi, la parte de la placa proxima a la esquina estd flexada en una
superficie anticlastica, siendo los momentos + R/2 en el mismo dngulo del mismo
orden de magnitud que los momentos de flexiéon en centro de la placa (v. tabla 8).

El efecto de la fijacion de los dngulos de una placa simplemente apoyada estd
claramente puesto de manifiesto por la distribucién de los momentos flectores M, v
M, de una placa cuadrada (fig. 63). Si las esquinas de la placa rectangular no estén
eficazmente aseguradas contra la rotacién hacia arriba, la fijacién serd ineficaz y los
momentos flectores en la parte central de la placa aumentan en proporcion. Los
valores de (M,), .. v (M,),.,. dados en la tabla 8 deben entonces multiplicarse por un
factor £ = 1. Puede utilizarse la expresién aproximada'

at — {za’? + b*
ot — Ba®? b4

k =

' Recomendada por las normas alemanas para hormigon armado (1943) v fundada sobre
una teoria simplificada de placas delgadas debida a H. Marcus; véase su libro Die vereinfachte
Berechnung biegsamer Platten, 2.* ed., Berlin, 1925.

Librodot
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Debe notarse que en el caso de una placa poligonal de bordes simplemente
apoyados no hay fuerzas de reaccién en los dngulos a condicién de que no sean
ingulos rectos'.

Aun en las placas rectangulares de todos modos no hay reacciones de esquina si
se tiene en cuenta la deformacién debida al esfuerzo cortante. En el caso de reacciones
extremadamente concentradas esta deformacién debida al esfuerzo cortante eviden-
temente, va no es despreciable y la teoria habitual de las placas delgadas que la
desprecia debe ser sustituida por una teoria més exacta. Esta Gltima que se estudiard
en el apartado 39, conduce realmente a una distribucién de las reacciones que no
incluven fuerzas concentradas en las esquinas de la placa (v. fig. 81).

31. Placas rectangulares simplemente apoyadas sometidas a una pre-
sion hidrostatica

Supongamos una placa rectangular simplemente apoyada cargada como
indica la figura 66; procediendo como en el caso de una carga uniforme-
mente repartida, se escribe la flecha de la placa bajo la forma®

w=w +u @
en la que -
00 (37 _ j0art + 7a% ) = 240 (=ym* | maz
w, = 360D( ¥ 10az® + Ta’r Dt —5 sen = (b)
m=123,...

representa la flecha de una franja bajo una carga triangular. Esta expresion
satisface la ecuacion en derivadas parciales

a'w a'w dw g _ qox
rt T 2asrapr T ayt =D " aD (©)
T
Y90
-
z
T
b
2
;
s "
b
2
H
Y
PESpH.
Y
Fic. 66

' Para una demostracion sencilla, véase H. Marcus, Die Theorie Elastischer Gewebe, 2.4 ed.,
Berlin, 1932, pag. 46.
- Este problema fue estudiado por E. Estanae en la obra citada. Las tablas numéricss

de flechas y momentos han sido calculadas por B. G. Galerkin, Bull. Polytech. Inst., San
Petersburgo, vols. 26 y 27, 1918.

10.—TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS
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y las condiciones en los limites

0w

w=20 a—;é?:(] paraz =0 y x=a

La parte w,, viene dada bajo la forma de una serie

Wy = E Ymsen ? (d)
m=1

donde las funciones Y, tienen la misma forma del apartado anterior y
m=1,2,3..
Sustituyendo () v (d) en (a), se tiene

at . 2(—1)ym+t Ty ay ay 7
. qOD Zl: (—1 o g i may 4B, mamay h m1yi| Ll max

- a0 me a a a a
. (e)
en la que las constantes 4, vy B, deben determinarse por las condiciones
atw b
w=20 — =0 aray = + =
ay? paray = =* 3
de estas condiciones se deducen
2(_ l)m +1
—55"_' i ‘4m Ch Ao + anum Sh Ly = 0
a°m

(2.8-,,; + Am) ch U 1 Bm(lm sh Uy = 0

En estas ecuaciones se utiliza, como anteriormente

— mab
om = o4
Resolviéndolas, se encuentra
2 mth - 1mv1 _l m+1
4 _ _@tanthan(=1) 5 Ll D28 i
a*m® ch a,, a*m® ch a,,

La flecha a lo largo del eje x, es

_ Qoo 2(=1mh mwr
(W)y=mo = D Z [w— 4+ A sEms =
m=1
Para una placa cuadrada a = b y se encuentra
it 2
(W)y—o = ?ﬂg_ (0-002055 sen Z—x — 0,000177 sen Tx

3rx
+ 0,000025 sen g el ) (9
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La flecha en el centro de la placa es

4
(W) amarzgmo = 0,00203 L5~ (®)

que como debe ser, es la mitad de la flecha de una placa uniformemente
cargada (v. pag. 138). Igualando a cero la derivada de la expresion (g), se
encuentra que la flecha maxima esta en el punto x = 0,557 a. Esta flecha
‘maxima que es 0,00206 g,a*/D, difiere muy poco de la flecha en el centro
dada por (k). El punto de la flecha mdxima tiende hacia el centro de
la placa cuando b/a aumenta. Para b/a =, caso de una franja [v. ()], la
flecha maxima se encuentra en el punto x = 0,5193 g, Cuando b/a < 1, el
punto de la flecha maxima se aleja del centro de la placa al mismo tiempo
que b/a disminuye. La tabla 9 da las flechas en varios puntos del eje x
(fig. 66). Se ve que, cuando bja aumenta, las flechas tienden hacia los
valores calculados para una franja. Para b/a = 4, las diferencias de estos
valores son del orden de 1,5 9,. Se puede siempre calcular la flecha de una
placa para la que b/la > 4, con una exactitud suficiente, con ayuda de la
férmula (b), de la flecha de una franja sometida a una carga triangular. Los
momentos flectores M, y M, se encuentran sustituyendo la expresion (e)
de las flechas en las ecuaciones (101). A lo largo del eje x(y = 0), la ex-
presion de M, se hace

2(—1)m+ mwx
(M.)y=0 = qoa? Z ZlSand ) 13:423 sen —-——:
m=1
mwx

m=1

La primera suma del segundo miembro representa el momento flec-
tor de una franja bajo la acciéon de una carga triangular v es igual a (g)
(ax x*la). Utilizando las expresiones (f) para las constantes 4, y B,
en la segunda suma, se obtienen

a*r — x?
(M2)ymo = %‘“—)
2 = e 1 m +1 = "r
22 E (SDP7 12 5 — sdan th an] sen 22 @)
e a m Ch Ay =

. m=1
La serie asi obtenida converge rapidamente y M, puede tener un valor
suficientemente aproximado tomando sélo los primeros términos de la
serie. De esta forma el momento flector en todo punto del eje ¥ puede ser
representado por la ecuacion

(M), -0 = Pg,a* (k)

23
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donde f# es un factor numérico dependiente de la abscisa x del punto. De
la misma manera se obtiene

(Mv)v=-0 — lﬂlg'llva*2 (”

TasLa 9
Factores a para el cdlculo de flechas de una placa rectangular simplemente apoyada bajo
carga hidrostitica ¢ = gx/a
b >a
w = aga’lD, y =0

| x = 0,60a | x = 0,75a
1l

bla | x =10,25a x = 0,50a

10 | 000131 | 000203 | 000201 | 000162
11 | 000158 | 000243 | 000242 | 000192
1.2 0,00186 | 0,00282 0,00279 0,00221
1.3 0,00212 0,00319 | 000315  0,00248
14 | 000235 | 000353 | 000348 | 000273
1,5 | 000257 | 00038 | 000379 | 0,00296
16 | 000277 0,00415 | 000407 | 0,00317
17 0,00296 0,00441 000432 | 0,00335
18 0,00313 0,00465 0,00455 0,00353
1.9 0,00328 0,00487 000475 | 0,00368
20 | 0,00342 0,00506 0,00494 | 0,00382
30 | 000416 000612 | 000592 | 0,00456
40 | 000437 | 000641 000622 | 0.00477
5.0 0,00441 0,00648 000629 | 0,00483
a0

0,00443 0,00651 | 0,00632 0,00484

Los valores numéricos de los factores § v f, de las formulas (k) v (/)
estdan dados en la tabla 10. Se ve que para & = 4a los momentos estin muy
proximos a los de la franja sometida a una carga triangular.

Se utilizan las ecuaciones (106) y (107) para calcular los esfuerzos
cortantes. De la primera de estas ecuaciones, utilizando () para los puntos
sobre el eje x se obtiene

= 9 (3w , 9w
(Q:)yuﬂ o D a (5‘72 ‘W)”“o

Pt 8] | 2oy DM mre

6a e m? ch an
m=1

Las expresiones generales de los esfuerzos cortantes Q, y O, son
may

b e = i1 8 ch
qo(a 3x%) 2q0a a max
0. = o 5 cos (m)

6a n m® ch a,, a

m=1

24
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=\ (—1)"* sh —2

- 2qa a max
= — sen (n)
Oy a? : : m? ch a,, a

m=1

TaBra 10

Factores f§ v fh para el cidlculo de momentos flectores de placas rectangulares simplemente
apoyadas bajo carga hidrostitica ¢ = gux/a

v =03, b=a
M, = pa*q, y =0 i M, = pa’q, y =0
bla x = x— x= | x = ¥= | x= [ [ =

025a | 050a | 060a | 0,75 | 025a | 050a | 060a | 075a
10 | 00132 00239 | 00264 | 00259 00149 00239 00245 | 00207
11 | 00156 00276 | 00302 00280 | 00155 00247 | 00251 | 00211
12 00179 00313 | 00338 | 00318 & 00158 00250 | 00254  0,0213
13 0,020 00346 00371 | 00344 00160 & 00252 | 00255 | 0,0213
14 | 0021 0037 00402 00367 00160 00253 | 0025 00212

| | | | | |
1,5 | 00239 00406 00429 00388 00159 & 00249 00252 | 00210
16 | 00256 00431 00454 00407 00158 | 00246 = 00249 | 0,0207
17 | 00272 | 00454 | 0,0476 | 0,0424 | 00155 | 0,0243 | 0,0246 | 00205
18 | 00286 | 00474 0049 | 00439 | 00153 | 00239 | 00242 | 0,0202
19 | 00298 | 00492 00513 | 00452 00150 00235 | 0,0238 | 0,0199
20 | 00300 | 00508 00529 00463 | 00148 | 00232  0,0234 | 00197
30 00369 | 00594 00611 | 00525 | 00128 | 00202 00207 00176
40 00385 | 00617 00632 00541 | 00120 00192 0019 = 0,0168
50 | 00389 | 00623 | 00638 | 00546 | 00118 I 00187 | 00193 = 0,0166
|

8

| 0,0391 0,0625 | 0,0640 | 0,0547 0,0117

0,0187 | 0,0192 | 0,0165

Los valores de las reacciones verticales 7, y I/, a lo largo del contorno
se obtiene comnbinando los esfuerzos cortantes con las derivadas de los
momentos torsores. A lo largo de los lados x = 0 y x = a estas reacciones
pueden ponerse en la forma

G oM ., e
Ve (0= 25 = 00 ©
v a lo largo de los lados ¥ = + b/2 en la forma
aM .
Vy = (Qy ™ ax"“) = Féiqob ()
y=b/2

donde 6 y 4, son factores numéricos dependientes de la relaciéon b/a y de
las coordenadas de los puntos tomados sobre el contorno. La tabla 11 da
los valores de estos factores.

El valor de las fuerzas concentradas que deben existir para impedir que
los angulos de la placa se eleven durante la flexion, se obtienen a partir de
los valores de los momentos torsores M, en las esquinas. Puesto que la
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Tapra 11

Factores 8 v & para el cilculo de las reacciones en placas rectangulares siplemente apoyadas
bajo carga hidrostitica ¢ = qux/a

0,336 | 0,331 0,048 0,083 | 0,091 0,089
0,068 | 0,067
0,055 | 0,054

30 | 0169 | 0,163
40 | 0168 | 0,167 | 0334 | 0334 0036 | 0,063
50 | 0,167 | 0167 | 0334 | 0335 | 0029 | 0,050
© | 0167 | 0,167 | 0333 | 0333 | — | —

=03, b=>a
Reacciones dga i Reacciones d,qub
bla x=0 | W= y =T b2
¥y = { V== | X = x = | %= x =
y=01025% vy=0 | 025 | 025«  050a |060a | 0,75
1,0 0,126 I 0,098 0,294 0,256 : 0,115 | 0,210 0,234 0,239
1,1 0,136 | 0,107 | 0,304 0,267 0,110 | 0,199 0,221 0,224
1,2 0,144 | 0,114 | 0,312 0,276 | 0,105 | 0,189 0,208 0,209
1,3 0,150 | 0,121 | 0,318 | 0,284 | 0,100 | 0,178 | 0,196 | 0,196
14 0,155 | 0,126 | 0,323 | 0292 | 0095 | 0,169 | 0,185 | 0,184
| | R | |
1,5 | 0159 | 0132 | 0327 | 0297 | 0,090 0,160 | 0,175 : 0,174
1,6 | 0,162 | 0,136. | 0,330 | 0,302 0,086 | 0,151 | 0,166 | 0,164
1,7 | 0164 | 0,140 | 0,332 | 0,306 | 0082 | 0,144 | 0,157 | 0,155
1,8 0,166 | 0,143 | 0333 | 0310 0078 | 0,136 | 0149 | 0,147
1,9 0,167 = 0,146 | 0334 | 0313 | 0074 | 0,130 | 0,142 | 0,140
2,0 0,168 | 0,149 . 0,335 | 0,316 l 0,071 0,124 0,135 0,134
|
|

carga no es simétrica, las reacciones R, en x = a e y = + b/2. Son dife-
rentes de las reacciones R, en x = a e y = + b/2. Estas reacciones pueden
ponerse en la forma

R, = nq,ab R, = ”z%‘;b (q)

1

La tabla 12 da los valores de n, y n,.

Puesto que una carga uniforme g, se obtiene superponiendo dos cargas
triangulares ¢ = g,x/a y g,(a — x)/a, se llega a la conclusion de que para
los valores correspondientes de b/a, la suma n, + n,, de los factores de la

TaBrLa 12

Factores m, v ny de las ecuaciones (g) de las reacciones Ry y R concentradas en las esquinas
de placas rectangulares simplemente apoyadas bajo carga hidrostitica ¢ = gx/a

vy =03, b>a

bja 10 | 10] 12 |13 ] 1,4] 15 ‘1,6i 1,7 18| 1,9 20| 30| 40| 50
| | I M’ Batecll bl ! - |

m 0,026 0,026] 0,026 0,026 0,025 0,024 0,023 0,022| 0,021 0,021 0,02{1!0,{114 0,010/ 0,008

s 0,039 0,038 0,037 0,036 | 0,035 0,033 0,032 0,030| 0,029 0,028, 0,026 0,018 0,014 0,011

tabla 12, multiplicados por b/a, sera igual al valor correspondiente de n
(altima columna de la tabla 8).
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Si las dimensiones relativas de la placa son tales que a, en la figura 66,
es mayor que b, se obtendra entonces una serie mas rapidamente conver-
gente representado w, y w, por las expresiones siguientes

= @L g 24,2 4
w; @ 384D (16y 24b%y? + 5b%) (r)
Wy = 2 X2m—1 c(?s (2?‘”—;1)_1;? (3}
m=1 R

La primera de estas expresiones es la flecha de una franja estrecha
paralela al eje y, apoyada en ¥ = + b/2 bajo una carga uniformemente
repartida de intensidad g,x/a. Esta expresion satisface a la ecuacion en
derivadas parciales (¢) y también a las condiciones en los limites w = 0 y
2%w/0y* = 0 en vy = +b/2. La expresién (s) representa una serie infinita

TasLa 13
Factores a para el cilculo de flechas de una placa rectangular simplemente apoyada bajo
carga hidrostitica g = qx/a
b<a
w=nag,b'/D, y=0

alb x = 0,25a x = 0,50a x = 0,60a x = 0,75a
< | 0,00325 0,00651 | 0,00781 0,00976
50 | 000325 | 0,00648 | 0,00778 0,00965
40 | 000325 | 0,00641 | 0,00751 0,00832
3,0 0,00321 | 0,00630 | 0,00692 0,00707
2,0 0,00288 | 0,00506 0,00542 0,00492
1,9 0,00281 ' 0,00487 0,00518 0,00465
1,8 0,00270 | 0,00465 0,00491 0,00434
1,7 0,00261 | 0,00441 | 0,00463 0,00404
1,6 0,00249 0,00415 | 0,00432 0,00372
1,5 0,00234 0,00386 | 0,00399 0,00339

1,4 0,00218 0,00353 | 0,00363 | 0,00304
13 000199 | 000319 | 000325 & 0.00269
12 000179 | 000282 | 0,00286 0,00234
11
1.0

0,00153 0,00243 | 0,00245 0,00199
0,00131 0,00202 0,00201 0,00162

de la cual cada término satisface también las condiciones en los bordes
¥y = +b/2. Las funciones X,,, , de x se toman de modo que cada una de
ellas satisfaga la ecuacion homogénea (137) del apartado 30 y asi la expre-
sion (a) satisface las condiciones en los limites para los bordes x = 0 v
o —

Puesto que el método de determinacién de las funciones X,, , es
similar al que se ha utilizado para determinar Y,., nos limitaremos a dar
los valores numéricos finales representados en las tablas 13, 14,15 v 16. La
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notacion de estas tablas es la misma que la de las tablas precedentes
correspondientes a carga de presion hidrostatica.

32. Placa rectangular simplemente apoyada sometida a una carga con
forma de prisma triangular

Supongamos que la intensidad de la carga esta representada por un
triangulo isosceles [v. fig. 67 a)]. Se representa de nuevo la superficie
flexada por .

P w = w + w, (a)
donde w, representa la flecha de una franja paralela al eje de las x, simple-
mente apoyada y w, tiene la misma forma del apartado anterior. Para
representar la flecha w,, en la forma de una serie trigonométrica, se observa

-vs-% ->-| y
wttlllyy, %
.
z a)
L3
o ey
5 x
-ﬂ;m
Y
e~ O ——>
Fig. 67 -

que la flecha producida por una fuerza concentrada P, aplicada a una
distancia & del extremo izquierdo de la franja es':

2Pa? 1 mmE mrzx
Dt 2 P N R T ®)
m=]
Sustituyendo P por gdf vy utilizando ¢ = 2¢,&/a para & < a2 vy

g = 2q,(a — &)/a para &£ > a2, se obtiene la flecha de la franja debida a
una carga elemental. La flecha debida a la carga total sobre la franja, se
obtiene por integracion de la forma siguiente:

= a/2 a
Wy = fapat A sen 2% [f Esen L dE + f (@ — £)sen Lot d’q‘]
m a 0 a a/2

a

— 1)(m—1)/2
— 8oa? (Bt ¥, . senirns (o)

P

' Véase Timoshenko, Strength of Materials, parte 11, 3.4 ed., pag. 49, 1956.
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Factores f v f para el cilculo de momentos flectores de placas rectangulares simplemente

TasrLa 14

apoyadas bajo carga hidrostitica g = gox/a

y =03, b <&
T
M, = b, y = 0 M, = pb’q, y =0

alb x = x = x = x = x = x = x = x =
i 0,25a | 050a  0,60a 0,75a 0,25a 0,50a 0,60a 0,75a

2 ‘ 00094 | 00187 | 00225 | 00281 | 0,0312 | 0,0625 | 0,0750 | 0,0937
50 | 00094 | 00187 | 00230 | 0,309 | 00312 | 00623 | 00742 | 0,0877
40 | 00094 | 00192 | 00237 | 00326 @ 00312 | 00617 | 00727 | 0,0820
30 | 0009 | 0,0202 | 00256 | 00345 | 0,0309 | 0,059 | 00678 | 00715
20 | 00108 | 00232 | 0,0285 | 00348 | 00284 | 00508 | 00554 00523

I :
19 | 00111 | 00235 | 00288 | 00345 | 00278 | 00492 | 00533 | 0,498
18 | 00115 | 00239 | 00291 00341 | 00269 00474 | 0,0509 = 0,0470
17 | 00117 | 00243 | 00293 | 00337 | 00261 | 00454 = 00485 | 0,042
16 | 00120 | 00246 | 00294 | 00331 | 00251 | 00431 | 0,0457 | 00412
15 | 00123 | 00249 | 00294 | 00324 00239 00406 | 00428 | 0,0381
14 | 00126 | 00253 00292 | 0,0315 | 0,0225 | 0,0376 | 0,039 | 0,0348
13| 00129 | 00252 | 0,029 | 0,0304 | 00209 | 00346 | 00360 | 0,0314
12| 00131 | 00250 | 00284 | 0,0291 | 0,0192 00313 | 00323 | 0,0279
11| 00134 | 00247 | 00276 | 00276 | 00169 | 00276 | 0,285 | 0,0245
10| 00132 | 00239 | 0,0264 | 00259 | 00149 | 00239 | 00245 | 0,0207
TaerLa 15

Factores & y 4, para el cilculo de las reacciones en placas rectangulares simplemente apoyadas
bajo carga hidrostitica ¢ = gx/a

y =03, b<a
Reacciones dga Reacciones ;g0
— ‘ - )= 4 b2
o x=10 | x=a kY || / ,
1 |
| . x= | x= x = x =
y=0 ly=b4| y=0 |\y=>bl4| 0555 | 0,502 | 0,60a ! 0,75a
B | iyt L | ,,,,, 5L o 0,125 ‘ 0,250 ‘ 0,300 ‘ 0,375
5,0 0,008 | 0,006 | 0,092 | 0,076 0,125 0,250 | 0,301 | 0,379
4,0 0,013 | 0,010 | 0,112 0,093 0,125 0,251 | 0301 @ 0,377
3,0 0,023 | 0,018 | 0,143 0,119 0,125 | 0,252 | 0,304 0,368
2,0 0,050 0,038 | 0,197 0,166 0,127 ‘ 0,251 | 0,296 0,337
| |
1,9 0,055 0,041 | 0,205 0,172 0,127 0,251 l 0,294 0,331
1,8 0,060 0,045 0,213 0,179 0,128 0,249 0,291 0,325
1,7 0,066 0,050 0,221 0,187 0,127 0,248 0,288 0,318
1,6 0,073 0,055 0,230 0,195 0,127 0,245 0,284 0,311
1,5 0,080 0,060 0,240 0,204 0,127 0,243 0,279 0,302
1,4 0,088 0,067 0,250 0,213 0,126 0,239 0,273 0,292
1,3 0,097 0,074 0,260 0,223 0,124 0,234 0,266 0,281
1,2 0,106 0,081 0,271 0,233 0,122 | 0,227 0,257 0,269
1l 0,116 0,090 0,282 0,244 0,120 | 0,220 0,247 0,255
1,0 0,126 0,098 0,294 0,256 0,115 | 0,210 0,234 0,239
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Sustituyendo esta ecuacién en (a) y utilizando (d) del apartado prece-
dente, se obtiene :

)

4 I (m—1)/2
- 0 =Sl ) e
D wﬁmﬁ
m=135,... may may  may max
+ Amch—— + B, ——sh ]Sen (@
a a a a

Esta expresion satisface a la ecuacién (203) y también a las condiciones
en los bordes para x = 0 y x = a. Las constantes A, y B, se obtienen de
las condiciones, a lo largo de los bordes y = -£b/2, que son las mismas que
en el apartado precedente, v se encuentra

8(—1)m-vi2 .
—— + A, cha, + Bpapsha, =0
T9ms (e)
(2B,, + A,)cha, + Bpansha, =0
donde usando, como antes, la notacion
m:rb
2a
Resolviendo las ecuaciones (e), se obtiene
4(2 + ap, th a,)(—1)m 02
a%mé ch a,,
4(_1)(?71 12 -

afm® ch a,,

Oy =

Ap =

B]’ﬂ =

TasLa 16

Factores n; v n; de las ecuaciones (g) de las reacciones R; y R; concentradas en las esquinas
de placas rectangulares simplemente apoyadas bajo carga hidrostitica ¢ = gx/a

y=03, b<a
ab | 5| 4| |19|1,s 1?;16'15 1.4i1,3l|,z.1,151,0
mo 0,002 0004|0nm‘0013 0014 0,016] 0,017| 0,018 0,020/ 0,021 0,023| 0,024 0,025 0,026
) 'nm? 0,020/ 0,025 | 0,033 0034|0ms|0036 0,037 0,037 0033I0039|0039 0039|0039

Para obtener la flecha de la placa a lo largo del eje x, se hace y = 0
en (d). Entonces

4 - —1)m—12 mrx
(W) ymo = g‘-gL E [8————-——( s) + A.,.] sen—g—

womS
m=135,...

La flecha mdxima se sitia en el centro de la placa, donde

nt 3 [ icim]

m=135,...
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que se puede representar de la forma

Winax =

4
L

donde a es un factor numérico dependiente del valor de b/a. Varios valores'
de este factor figuran en la tabla 17.

Usando la expresion (d) y operando como en el apartado 31 se obtienen
las expresiones de los momentos flectores M, v M,. Los valores mdximos
de estos momentos estin, evidentemente, en este caso, en el centro de la
placa y pueden ponerse en la forma

(Mx)méx = ﬁqoaa

(‘My)nl dx B 90‘92

Los valores de los factores numéricos § y f,, figuran en la tabla 17.

TasrLa 17

Factores a, f, 7, 6, n para placas rectangulares simplemente apoyadas bajo carga de forma
de prisma triangular

v=03, b>a
s | | |
b (M I max | (M) max (Q-) miix (Qy) mix | (Vedmax | ( Vi) mix | R
bla | = “%D = fpa’ | = ha® | = ypa | = yi@d | = dpa | = digeb !: ngab
a p f ¥ 7 8 & n
1,0 0,00263 | 0,0340 . 0,0317 0,199 0,315 0,147 0,250 0,038
1,1 0,00314 | 0,0390 | 0,0326 0,212 0,297 0,161 0,232 0,038
1,2 0,00364| 0,0436 | 0,0330 0,222 0,280 0,173 0,216 0,037
1,3 0,00411 | 0,0479 0,0332 0,230 0,265 0,184 0,202 | 0,036
1,4 0,00455 | 0,0518 | 0,0331 0,236 0,250 0,193 0,189 | 0,035
|
1.5 0,00496 | 0,0554 | 0,0329 0,241 0,236 0,202 0,178 | 0,034
1,6 0,00533 0,0586 | 0,0325 0,246 0,224 0,208 0,168 | 0,033
1,7 0,00567 | 0,0615 | 0,0321 0,247 0,212 0,214 0,158 | 0,031
18 | 000597 00641 | 00316 | 0249 | 0201 | 0220 | 0150 | 0,030
1,9 | 0,00625| 0,0664 | 0,0311 0,251 0,191 0,224 0,142 | 0,029
!
2,0 I 0,00649! 0,0685 | 0,0306 @ 0,252 0,183 0,228 0,135 0,028
3,0 0,00783 | 0,0794 | 0,0270 | 0,253 0,122 0,245 0,090 0,019
! | 0,00833| 10,0833  0,0250 | 0,250 | ..... 0,250 | —_ | —
B | |

Esta tabla da ¢, y,,

(Qx}méx = Yqua, (Qy)m:ix =

d, 0, v n para calcular: 1) los esfuerzos cortantes

de la placa; 2) las reacciones

V: = (QI -
V, = (Qy %

oM.,
dr

Il

dqoa

ﬁ]QUb

L 4 1. z
Estos cuadros estin extractados de la Memoria de Galerkin antes citada.

71qob en el centro de los lados x = 0 e y = b2

oM,
6?)‘ max

)m ax
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en los mismos puntos v 3) las reacciones concentradas R = ng,ab en las
esquinas de la placa que impiden que éstas se levanten ya que actian hacia
abajo. Todos estos valores estin dados para b > a. Cuando b < a, se
obtiene una convergencia mds ridpida tomando la posicion w, de la flecha

ML“.LH.UM—U_F

90

-
a

Fic. 68

de la placa, bajo la forma de la flecha de una franja paralela al eje y. Se han
omitido los cédlculos v no se da mas que los resultados numéricos en la
tabla 18.

Se obtiene la carga representada en la figura 68, combinando la carga
uniforme de intensidad g,. Se puede obtener, en este ultimo caso los
resultados concernientes a las flechas y a las tensiones combinando los
valores de la tabla 8 y los de las tablas 17 y 18,

TasLa 18

Factores a, f#, v, 4, n para placas rectangulares simplemente apoyadas bajo carga de forma
de prisma triangular

r=03, b<a
U mix i i I . N :
%b't | (Jwr_)mé; (ﬂdy)méx (Qx)m-éx : ( r)méx : (I/ r) max (Vr-r)rmix i R
ab | =a 5| = Bagob i = pigb* | = ypa | = ngb | = dpa | = dqb | = nggab
| i | | f
a | f i i3 | ¥ [ - 9 & n
© | 001302 | 0,0375 | 01250 | ..... 1 0,500
3,0 | 000868 | 0,0387 | 0,0922 | 0,045 | 0442 = 0,027 = 0410 | 0010
2,0 | 0,00686 | 0,0392 | 0,0707 | 0,091 | 0412 | 0,057 0,365 0,023
1,9 0,00656 | 0,0392 | 0,0681 0,098 0,407 0,062 0,358 | 0,024
1,8 0,00624 | 0,0391 | 0,0651 0,106 0,402 0,098 | 0,350 | 0,026
157 0,00588 | 0,0390 | 0,0609 0,115 0,396 0,074 0,342 | 0,028
1,6 0,00549 | 0,0388 @ 0,0585 0,124 0,389 0,081 0,332 | 0,029
0,00508 | 0,0386 | 0,0548 | 0,135 | 07381 = 0090 | 0322 = 0,031
0,00464 | 0,0382 0,0508 | 0,146 0,371 0,099 i 0,311 0,033

i
0,00418 | 0,0376 | 0,0464 | 0,158 | 0360 | 0,109 | 0298 | 0,035
0,00367 | 0,0368 | 0,0418 | 0,171 | 0347 | 0120 | 0,284 = 0,036

0,00316 | 0,0356 | 0,0369 | 0,185 | 0332 | 0,133 | 0268 | 0,037
0,00263 | 0,0340 | 0,0317 | 0,199 | 0315 = 0147 | 0,250 = 0,038

— e ki
o= wheia

33. Placa rectangular simplemente apoyada y parcialmente cargada

Consideraremos un caso de flexién simétrica producido por una car-
ga ¢ uniformemente repartida sobre el rectingulo rayado (fig. 69) de lados
uy v.
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Se desarrolla en serie, la carga

w0

Ha+u)
E : mmz mm
g sen i 2 gsen ik d§
a ta—u) a

4 —1)m-n2 mwu mwrz
= (=1 sen 2 sen 4= (@)
T m 2a a

m=1335, ...

esta serie representa la carga para la zona prst de la placa.

a

-:--E--»-(— §——>
1 ulu
aley L2
1 E_ — r !
i o V7 B k27
R N
alod
]
]
Y
y
Fic. 69

La flecha, correspondiente a esta zona de la placa, se obtiene mediante
la ecuacion (103), que toma la forma
4, 4 Q4w 4 — 1) {m—1)/2
(w+26 + _4q 2 (-1 miru mrx )

axt az? 9y m SN oq S T

dyt  wD

=1,35,...
tomemos, de nuevo, la flecha de la forma
W= W, + W, (c)

donde =, es una solucidon particular de (b), independiente de la variable y

que satisface la ecuacién
o

dwy,  4q (—1)tm—DJ2 mwi mmrx

- = — S s€n —5— Sen ———
ax D m 2a a
m=135...

Integrando ésta con respecto a x, ge obtiene
3 .

4ga* (—1)im=nJ/2 mru mrx
D SN g e @)

m=13,35,...

w

Entonces w, debe ser una soluciéon de la ecuacién (137) (pag. 136).
Eligiendo la forma (136) para esta solucién v tomando en (138) las funcio-

33
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T

nes pares de y para Y, , por razon de simetria de la superficie flexada con
respecto al eje x, se obtiene por (c)

: maay may may max
= Z (am + Am Ch s S E Bm o Sh . )Sen (e)

a a , a a

m=13,5,...
en la que, esta vez es
4qat P b mmru
= 12 (—1)m—Di2sen —
@n = 5msD (=F) 2a )
La ecuacién (e) representa las flechas de la zona prst de la placa.
Consideremos ahora la zona no cargada de la placa, por debajo de la

linea fs se puede tomar para la deformada

o
f may may  may
w = :"lm ch - Bm sh
a a a
m=13,5,... may may m.{}\ moax

| T H 7 T ! T

+ Cp sh —— + Dy, ch ) sen ()
a a a a i

Es necesario ahora elegir las constantes 4,,, B, ... D', en las series (e)

y (g) de tal manera que satisfagan las condiciones en los bordes para
y = b/2 y las condiciones de continuidad a lo largo de la recta ts. Para
representar estas condiciones en una forma mads simple introducimos las
notaciones

Las condiciones geométricas a lo largo de ts exigen que
w=w v w _ o paray:E @)
ay ay 2

Por otra parte, puesto que no hay fuerzas concentradas a lo largo de s,
los momentos flectores M, y los esfuerzos cortantes (), deben ser continuos
a lo largo de esta recta. Considerando (i) estas altimas condiciones pueden
ponerse en la forma

w _ ' Pw _ %W e e )
ayg_’WJz ¥ ays_"aya para y 2 J
Sustituyendo (e) v (g) en (i) y () v usando la notacién (h) estas ecuacio-
nes toman la forma siguientes:
(‘4#3 sy Alm"-) ch 2')’:}; i (Bm o B:n)z}'m sh 23"»1
C;n sh 2}'m - Dlmz}"m ch Z?m + Ay = 0
(A, — A%)sh 2y, + (B,— B,,)sh 2ym + 2ymch 2y,)
— Cnch2y, — Dy(ch2y, + 2y, sh2y,) =0
(Am — AW)ch 2y, + (B — BR)2ch 2y, + 2ym sh2y,,)
e (:Ym Sh 2:’;;; . Dlm{z Sh 2:-’m - 2}’m Ch 2)’!!!) = 0
(Am ia Alm) sh 2:‘}m ) (Bm g Blm}(:; sh 2}”»; = 2'}’m ch 2}’9:1)
— Chhch 2y, — D,(3ch2ym + 2ymsh2y,) =0

(k)
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De estas ecuaciones se deduce

449, o A’m T am(}'m sh 2}'m ch 2}’m)

am
B, — B, = ch 2y,
2
l
Ch = awn(ymch2y,, —sh2y,) @
, Am
D, = sh 2y,
2
A estas cuatro ecuaciones con seis constantes A, ... D, se afiaden dos
ecuaciones que representan las condiciones en los bordes para y = b/2.
Sustituyendo (g) en las condiciones w’ = 0, 8*w/0y* = 0 paray = b/2
obtendremos
frm Ch L + B;nam Sh A + C;'n Sh Uy } D:-”{I Ch Uy = 0 { )
m

Las ecuaciones (m) junto con las ecuaciones (/), determinan las constan-

tes:
am
4417& = x=
ch a,,
sh 2y,
ch (am. e 2?’m) -+ Vm sh (am 2}’-(:1} + Uy ————— (?2)
2 ch a,,
[ P
Bn—=————ch(am — 2vm
2 ch a, (a Ym)

Llevando estos valores asi como (f) a la ecuacion (e), obtiene

may

C

4qa* Z (—1)m-v/z mau {1 a
w = sen —
D m® 2a ch a,,

m=135 ...

h 2 m
ch (um = 2}')?1) + VYm sh (am o 2]’vn} + Ay u"“
2 ch a,,

ch(am — 2y,) may may
sh

mmax
ah } sen (142)
a

2 ch a,, a a

Mediante esta ecuacion se puede calcular la flecha en todo punto de la
zona cargada de la placa.

En el caso particular de que ¥« = @ v v = b se obtiene, por las ecuacio-
nes (k), y,, = a,/2. Las expresiones (n) toman la forma
o T
A, = — ”‘~(1 + — th ) Bp=—2 _
ch a,, 2 Y 2 ch a,,
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y (142) coincide con la ecuacioén (139) (pag. 137) obtenida para una placa

rectangular uniformemente cargada.
La flecha maxima de la placa esta en’el centro y.se obtiene sustituyendo

y =0y x = a/2 en la formula (142) que da

4qga’ 1 mau : 1
e ail P, -
" D= mw o 2a _ ch an

m=135,.

sh 2y,
ch(am — 2vm) + ymsh (am — 29m) + ap ————— (143)
2cha, |

Consideremos como ejemplo particular el caso en que ¥ = a y v es muy
pequeno. Este caso representa una distribucion uniforme de carga a lo largo
del eje x. Considerando y,, muy pequetio en la ecuacién (143) y no conser-
vando mas que los términos de primer orden, se obtiene haciendo qv = q,,

o0

quaa (_1)[m-1]2( L
wnlﬂx ErSe—rmyw T g m L 4
D=2 m? theg chla,, (144)

me=135,.. s

Para una placa cuadrada esta ecuacién da
Wi — 0,00674 1%
max ) D

En el caso general, la flecha maxima puede ponerse en la forma
3
Wi = @ D paraa < b

i
=a%b— paraa > b

La tabla 19 da varios valores del coeficiente.

TasrLa 19

Flechas de placas rectangulares simplemente apovadas bajo carga uniformemente repartida
a lo largo del eje de simetria paralelo a la dimensién a

Wmax = aga’lD

bla 2 L5 | 14 | o3 | 12 | 11 | 10
@ | 000987 | 0,00911 | 0,00882 = 0,00844 | 0,00799 | 0,00742 | 0,00674
- S A S I 1,3 e o | cas. | 20 ) w
a | 0,00802 | 0,00926 = 0,01042 = 0,01151 | 0,01251 | 0,01629 | 0,02083

Volviendo al caso general en donde v no es necesariamente pequefio y
u puede tener un valor cualquiera, las expresiones de los momentos flecto-
res M, y M, se calculan por la ecuacion (142). Los valores maximos de
estos momentos se producen en el centro de la placa y estan dados por

(n:{:)méx = ﬂuvq . BP (Mu)méx = ﬁl“vq g rGIP

Librodot
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donde P = uwq es la carga total. La tabla 20 da los valores numeéricos de §
para una placa cuadrada y para diferentes dimensiones del rectingulo

TaprLa 20

Coeficientes f para el cdlculo de (M, ), en placas cuadradas simplemente apoyadas
parcialmente cargadas

v =03
T I I |
ula = 0 0,1 0,2 0,3 | 0,4 : 0,5 0,6 | 0,7 I 0.8 0,9 1,0
vla Coeficientes en la expresion (M,)a = fP
| EE [ [
0 o« |0,321|0,251 0,209 0,180 | 0,158 | 0,141 | 0,125 | 0,112 | 0,102 | 0,092
0,1 0,378 | 0,284 | 0,232 | 0,197 | 0,170 | 0,150 | 0,134 | 0,120 | 0,108 | 0,098 0,088
0.2 0,308 0254 0.214 | 0.184 | 0161 0,142 /0,127 0,114 | 0,103 0,093 | 0,084
0,3 0,262 0,225 /0,195 | 0,168 | 0,151 | 0,134 | 0,120 | 0,108 | 0,098 | 0,088 | 0,080
0,4 10,232 0,203 0,179 | 0,158 | 0,141 | 0,126 | 0,113 | 0,102 | 0,092 | 0,084 | 0,076
0,5 10,208 0,185 (0,164 0,146 0,131 | 0,116 | 0,106 | 0,096 | 0,087 | 0,079 | 0,071
| | g
0,6 0,188 | 0,168 | 0,150 | 0,135 | 0,121 | 0,109 | 0,099 | 0,090 | 0,081 | 0,074 | 0,067
0,7 0,170 [ 0,153 | 0,137 0,124 | 0,112 | 0,101 | 0,091 | 0,083 | 0,076 | 0,069 | 0,062
0,8 0,155/ 0,140 0,126 | 0,114 | 0,103 | 0,094 | 0,085 | 0,077 | 0,070 | 0,063 | 0,057
0,9 0,141 | 0,127 10,115 0,104 | 0,094 | 0,086 | 0,078 1 0,070 | 0,064 ! 0,058 | 0,053
1,0 i 0,127 | 0,115 i{],lOS 10,095 | 0,086 | 0,078 | 0,071 0,064 | 0,058 0,053 | 0,048
TasLa 21

Coeficientes § y /i, para el cilculo de (M,)4 ¥ (M) en placas rectangulares parcialmente
cargadas, siendo b = 1,4a

r=10,3
; | r i : RN
ula = 0 02 04 06 08 10 0 | 02 04 | 06 08 10
! Il
Coeficiente # en la expresion Coeficiente f#, en la expresion
o | (M) mix = ﬁP (M) mix = ﬁip
T T T T - T
0 oo 0,276 0,208 ‘ 0,163 0,134 | 0,110 = | 0,299 [0,230| 0,183 0,151 | 0,125
0,2 0,332/ 0,239/ 0,186 | 0,152 0,125 |0,103| 0,246 0,208 10,175 0,147 0,124 0,102
0,4 0,261 | 0,207 0,168 | 0,138 | 0,115 | 0,095 0,177 | 0,157 10,138 | 0,119 | 0,101 | 0,083
0,6 0,219 0,181 | 0,151 | 0,126 | 0,105 | 0,086 | 0,138 iO,] 25 (0,111 | 0,097 0,083 | 0,069

0,8 0,187 0,158|0,134!0,11}0,094;0,078 0,112 0,102 0,091 | 0,080 | 0,069 | 0,058
1,0 0,162]0,139 0,118 0,100 0,084 0,070 0,093 0,085 0,077 0,068 0,058 | 0,049
2 10,141/0,122 0,104 0,089 0,075 0,062 0,079 0,072 0,065 0,058 0,050 0,042
4 |0,123 0,106 0,091;0,077.0,065i0,054iﬂ,068ll’},062 0,056 | 0,050 0,043!(}.036

sometido a la carga. Esta misma tabla da §, siendo suficiente para ello
permutar u v v. Los factores numéricos, para las placas con las relaciones
b = 1,4a vy b = 2a, estan dados en las tablas 21 v 22' respectivamente.

' Los valores de M. y M, para diferentes relaciones a/bh, u/a v v/b han sido representadas
v calculadas en curvas por G. Pigeaud, Ann. ponst et chaussées, 1929. Véase también el apar-
tado 37 de este libro.
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Coeficientes §y f para el cilculo de (M.)mix ¥ (M) mix en placas rectangulares parcialmente
cargadas, siendo b = 2a

TaBLa 22

r =03

02 04 06

08 10 0

0,2

04 06 | 08
| |

1,0

Coeficiente f# en la expresion

(M )mix = ﬁP

(Afu)méx o ﬁlP

Coeficiente #;, en la expresion

Tia

00 | ®
0,2 |0,347
04 |0,275
0,6 0,233
0,8 0,203
1,0 - 0,179
1,2 0,161
1,4 0,144
1,6 (0,130
1,8 0,118
20 [0,107]

| |
10,141 0,122 i 0,105

0,289 0,220 0,175
0,252 0,199 : 0,163
0,221 0,181 0,150
0,195 0,164 0,138
0,174| 0,148 0,126
0,155|0,134| 0,115

0,127 0,111 0,096
0,115 0,101 | 0,087
0,104 | 0,091 | 0,079
0,094 | 0,083 | 0,072

0,144/ 0,118 =»

0,135| 0,111| 0,242

0,125/0,103 0,172
0,115 0,095/ 0,133

0,106 | 0,088/ 0,107

0,097 0,080 0,089

0,089 0,074| 0,074
0,081 0,068 0,064
0,074 0,062| 0,056
0,067 | 0,056/ 0,049
0,061 0,051| 0,044

[ 0,294

0,203
0,152
0,120
0,097
0,081

0,068
0,058
0,051
0,045
0,041

10,225 0,179 0,148
10,170 0,143 0,120,
| 0,133| 0,114 0,097
0,106| 0,093 0,079
0,087 0,076 0,065
0,073 0,064/ 0,055

0,061| 0,054| 0,046
0,052| 0,046| 0,040
0,046 | 0,040| 0,035
0,041 | 0,036| 0,031
0,037| 0,032| 0,028

0,122
0,099
0,081
0,066
0,054
0,046

0,039
0,033
0,029
0,026
0,023

34. Placa rectangular simplemente apoyada con carga concentrada

Utilizando el método de Navier, hemos obtenido en el apartado 29, una
expresion en forma de serie doble, para la flecha de una placa bajo una

carga concentrada P en un punto dado x = £, y =

Para obtener una soluciéon equivalente, pero en forma de serie simple,
se empieza por escribir la solucién de Navier (133) de la forma siguiente

]
l;
P o e [T et e

_ 4Pb3
" wxtaD

Fic. 70

£

mrE
S sen 3 sen

m=1

iy (fig. 70).

mw¥

a

(a)
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estando dado el coeficiente S, por

SEI’] _ ben ;y
e, (®)
m2b° 2

Introduciendo las notaciones

o 'mr(yb— 1) *« cos M+ ¥)
R el G )
m2b? \ z m2b? , 2 (
n=1 2 + n n=1 az +
Se puede representar (b) de la forma
Sn = 4(S,, — 8.) (d)
Para calcular las sumas (¢), se utilia la serie conocida
= cos nz 1 a chalx — 2)
s . 2 2 + = (e)
a + n 2a 2a sh 7a

n=1
valida para 0 < 2 <~ 2z y que se considera, en primer lugar, como una
funcion S(«) de a. Derivando respecto a «a, el primer miembro de (e), se
obtiene =
95(a) cos nz
= —2a ) 553 ()
Tda A (e 4+ n?)?
Después de haber derivado también el segundo miembro de (e) v
sustituyendo este resultado en (f), se llega a

-

E cos nzg B 1 8S(a) B 1 2 chalz—2)
-, (@ + 2P 2a da 2¢°  4d° sh 7a
aln — z)sha(a — 2) 7 cha(a — 2) ch za
4¢* sh za i 44 sh® 7a @

Ahora, para obtener los valores de las sumas (e), se pone en la ecua-
ciéon (g) primeramente z = (7/b) (v + #), después z = (a/b) (v + ) v,
luego, ¢ = mb/a. Usando estos valores por sustitucion en (d) y (a) se llega,
finalmente, para la flecha de la placa a la expresién siguiente

a0

Pa"’ ( ,B'mVI ﬁmyl ﬁ‘m?f ﬁm’?)
i E 1 ncth B, — ! eth 3
w e _ + Bmcthp b ct b b cth b

m=1

- BomV mam s ax
] sh' e sen = sen v
- : w (145
m?® sh g, )
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en la que
Bm=m71rb nn=>b—y Yy y=2n
En el caso de que ¥ < i el valor v, debe sustituirse en la expresion (145)
por ¥ y 1 por 11 = b — 1. Consideremos mas detenidamente el caso
particular de una carga P concentrada en un punto A sobre el eje de
simetria de la placa, que tomaremos como eje de las x (fig. 71). Con y, = b/2
y la notacion g
mar s
=g T g (®)
la expresion gf:neral (145) de la flecha de la placa sera

L]

Pa* o
W= 2 [(1 + a,, th a,) sh b — 2y)

243D b
m=1 .
mmné max
sen sen
Sm (b — 2y)ch — (b — 2 )] : T (146)
— 2y)c — 2y :
b - - m ch a,, ’
a
L)
]
.l:l;f.\l
i [ i
?0 A .
-‘:.JI'N
4
y
Fic. 71

valida para y = 0, es decir, por debajo del eje de las x (fig. 71). Haciendo
en particular, ¥ = 0 se obtiene la flecha de la placa a lo largo del eje de las

x en la forma:
L mms max

= b h e sen ; sen g |
w - th a,,
B 22°D ‘ ch® ap, m’ ®

me ]

Esta serie converge rapidamente, v unos pocos de los primeros términos
dan las flechas con aproximacién suficiente. En el caso de una carga P
aplicada en el centro de la placa, la flecha maxima, que se sitia en el centro,
se obtiene sustituyendo x = £ = a/2 en (7). En este caso llega el resultado

siguiente: %
Pa* 1 & i Pa* R
Wimax = e iy e
24D E mS( e am) - i
m=]
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[.a tabla 23 da los valores numéricos de a para diferentes valores de b/a.

Tasra 23
Factor a para el cilculo de la flecha (147) de una placa rectangular cargada en su centro

bla= | 1,0 | 1,1 | 12 1.4 | 1,6 1,8 2,0 3,00 B Lo

[

a = 0,01160 0,01265 0,01353 0,01484-: 0,01570 0,01620/ 0,01651] 0,01690 0,01695

Se ve que la flecha maxima tiende rapidamente hacia la de una placa de
longitud infinita' cuando la longitud de la placa aumenta. LLa comparacion
de la flecha maxima de una placa cuadrada cargada con una carga en el
centro con la de una placa circular cargada también en el centro e inscrita
en el cuadrado (v. pdg. 87), muestra que la flecha de la placa circular es
mayor que la de la placa cuadrada correspondiente. Este resultado se
atribuye a la accion de las reacciones concentradas en los angulos del
cuadrado, las cuales tienen tendencia a crear una flecha convexa hacia
arriba.

El calculo de los momentos flectores esta desarrollado en los apartados
35y 37.

35. Momentos flectores en una placa rectangular simplemente apo-
yadas con carga concentrada

Para determinar los momentos flectores a lo largo del eje central y = 0
de la placa cargada como indica la figura 71, se calculan las derivadas
segundas de la expresion (146) que toman la forma

sen mnt
a%w P ’ a th - max
— = — o _ Ay — sen
9z? Jymo 2Dx / m ch® a,, a
s
sen m_ﬂ-s
62w) P o a (th 5 U ) max
2 = T 5p= e a ——— ]} sen
0y* Jyo 2Dx gy m ” ch® a,, a

Sustituyendo estas derivadas en (101), se obtiene para los momentos
flectores,

sen it ’
Moo shigeso Gl sy, —deatm, T ma
21!’ / m L Ch‘z A a
- (a)
sen g
/ Ve E a_ (1 — »a max
M )= e o N m T
(M) o o - - [ (1 v) th a,, + o . ]sen p

' M. Bergstriisser ha estudiado experimentalmente la deformacion de placas debida a
carga concentrada; véase Forschungsarb., vol. 302, Berlin, 1928: véase también la Memoria
de N. M. Newmark y H. A. Lepper, Univ. Illinois Bull., vol. 36, nam. 84, 1939,
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Cuando b es muy grande en comparacién con a, se puede hacer

A
tha, ~ 1 —_— a0
a ch® a,,
Entonces o
(1 4 »P 1 mmré mmx
(ju:)y—ﬂ = (M,,)y.—.u = —"Zr’—- a sen —-a—- sen T (b)
» m=1

Esta serie no converge con suficiente rapidez para un calculo comodo
de los momentos en la proximidad del punto de aplicaciéon de la carga P,
es entonces necesario obtener otra forma de representacion de los momen-
tos, cerca de este punto. Por el estudio de la flexion de una placa circular
cargada con una fuerza aplicada en el centro, (v. ap. 19) se sabe que los
esfuerzos cortantes y los momentos flectores llegan a ser infinitamente
grandes en el punto de aplicacion de la carga. Estamos en condiciones
similares en el caso de una placa rectangular. La distribucion de tensiones
en un circulo de radio pequeno cargado en su centro, es sustancialmente la
misma que en las proximidades del centro de una placa circular con carga
concentrada en dicho centro. La tensién de flexién en un punto de este

Pl

b £ ==

-

e

_.-—..._.J\(-—_'—

pe-——= 0 ====x|
Y

Fic. 72

circulo puede considerarse como compuesta de dos partes: una es la misma
que la de una placa circular de radio a, cargada en su centro, v la otra
representa la diferencia entre las tensiones de una placa circular y una
placa rectangular. Cuando la distancia r entre el punto de aplicacién de la
carga y el punto considerado, va disminuyendo, la primera componente de
las tensiones varia como el In (a/r) v llega a ser infinita en el centro, mien-
tras que la segunda, que representa la influencia de la diferencia entre las
condiciones en los bordes de las dos placas, permanece finita.

Para obtener las expresiones de los momentos de flexién en las proxi-
midades del punto de aplicacién de la carga, empezaremos por el caso mds
simple de una placa de longitud infinita (fig. 72). La flecha de tal placa
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puede calcularse por (146) aumentando la longitud del lado b, y por consi-
guiente, la cantidad o, = mnb/2a, indefinidamente, esto es, haciendo

thﬂm%‘l cham%—z—e“m

1
A — eanlBib-2y)
2

Sustituyendo en (146), la flecha de la franja simplemente apoyada y con

una carga concentrada P en el punto x = £ — y = 0, toma la forma':

TI'

valido para ¥ > 0, es dec:r, por debajo del eje de las x (v. fig. 72).
Las expresiones correspondientes de los momentos flectores y torsores
se obtienen igualmente mediante las ecuaciones (101) y (102). Tenemos:

M. = QP; Z ?lnsenr—r%gse [i +r+ (1 - mwy] eyl

m=1

M, = ‘f— E lsenﬂﬂ-‘ése il [l +r—(1- m] —mryle  (149)
27 m a a

m=1

M,, = y(l — ) 2 sen & co e~mrvla

Utilizando de nuevo el valor M = (M, + M,)/(1 + »)de la pagina 112,
se obtiene

15 o*w *w = P l E’IIE M —mryla 5
M=-D ((@ + a_yT) S 2 sen— —“sen — —e (150
m=1

Los momentos (149) pueden expresarse ahora en funcion de M bajo la
forma siguiente

1 aM
5 [(1 WM — (1 — »)y- 3 ]

1 oM i
M, =5 [(1 + )M+ 1 =)y --é?;—] (151)
o b by OM
Moy = — 5 (1= 9y

' A. Nadai ha estudiado con detalle este caso importante de la flexion de una placa; véase
su libro Elastische Platten, pags. 78-109, Berlin, 1925.
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Sumando la serie (150) se obtiene':

v alx + &)
5 ch — — cos ———
a a
M= —In : (152)
4 Ty alx — &)
ch— — cos ——=
a a

v, utilizando la expresion (151) podemos representar los momentos de
una placa de longitud infinita bajo una forma finita. Recordando que es,
AAw = 0 en todo punto excepto en el punto (x = £ y = 0) de aplicacion
de la carga, se llega a que la funcion M = — DAw satisface (salvo en el
punto mencionado) a la ecuaciéon AM = 0. En virtud de la segunda de las
ecuaciones (111), las condiciones en los bordes M = 0, para los bordes
x = 0y x = a, también se cumplen para la funcion M.
Para los puntos del eje x, las ecuaciones (151) dan M, = M, y por lo
tanto
(Moyms = (My)yms = (M)~ ©
Utilizando las ecuaciones (¢) v (152) en el caso particular de una carga
aplicada en el eje central de la franja £ = a/2 se obtiene

wr

1 4 sen —
(M2)ymo = (My)ymo = P(IS:- 2 a ¢ (d)

T
1 —sen —
a

que se habia podido obtener también sumando la serie (b).

Volvamos ahora al calculo de los momentos flectores de los puntos
situados cerca del punto de aplicaciéon de la carga pero no necesariamente
sobre el eje x. En este caso, (x — £) e ¥ son pequefios y, utilizando (152),
se puede poner:

CE]

w(x — £) oz = &)t Ty T2y
cos ——= = 1 R ch = 1,+ a7

Asi se llega al resultado

2
P 1 — cos W
Mr=aln I+”2y2—1+12($_£)2
2q? 2a?
2
2a sen — 2a sen —
P a P a
£ Ly Ly e s sile Pl o
4 I nr 27 8 xr (158)

' Véase, por ejemplo, W. Magnus v F. Oberhettinger, Formeln und Séitze fiir die speziellen
Funktionen der mathematischen Physik, 2.4 ed., pag. 214, Berlin, 1948.
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donde Ry oy

representa la distancia del punto considerado al punto de aplicacion de la
carga P. Utilizando entonces (153) y sustituyendo en (151), se obtienen las
expresiones siguientes, validas para los puntos proximos a la carga concen-
trada

2a sen ks
h ey - 2
M= 3|+ 2oty =t Qpe iy
. i 4 - (154)
1 p 2 Se“%g (1 — »)Py?
My =3 _(1+?)ﬂ I T Bt

Es interesante comparar este resultado con el correspondiente a una
placa circular simplemente apoyada, cargada en el centro (v. ap. 19). Sea
un radio r que forma un angulo a con el eje x, se encuentra, para la
ecuaciones (90) y (91) para una placa circular

2
Mz=ﬂf,‘cosza+M}sen2a=£(1+v) In%-}-(l—u g%
a

5 £ P i P xt (e)
M, = M,sen* a + M, cos® a ——-E(l + v) n;-ﬁ- 1 - p)ﬂﬁ
Los primeros términos de (154) v (e) coinciden si se toma por radio

exterior de la placa circular

2a Tk
—sen —
T a

En estas condiciones, los momentos M, son idénticos en los dos casos.
El momento M,, para una placa rectangular larga se deduce del de la placa
circular restando' (1 v)P[4n.

Se puede llegar de ahi a la conclusion de que en una placa rectangular
larga la distribucién de tensiones en torno al punto de aplicacion de la carga
se obtiene superponiendo, a las tensiones de una placa circular cargada en
el centro v de radio (2a/x) sen (x&/a), una flexion pura producida por
momentos M, = —(1 — »)P/4x.

Puede suponerse que la misma relaciéon, entre los momentos de placas
circulares vy placas rectangulares largas, existe también en el caso de una
carga P uniformemente repartida sobre la superficie de un circulo de radio
pequeno ¢. En tal caso, para el centro de una placa circular, se obtiene de
la expresion (83) despreciando el término en ¢,

Mot = 4—2 [(1 )b %+ I.]

! Se recuerda que x* = r*

LA
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Por consiguiente, para el centro del area circular de una placa rectan-
gular larga se obtiene de las ecuaciones (154)

P 2asenza§
M, =i bl rheaelmy St |
dr [ e : (155)
T 2a senr—f
P a _ (1 —»P
M | Wb ) dn s e g

Se llega a la conclusién, después de esta comparacién de una placa
circular y de una placa rectangular larga, de que todas las férmulas corres-
pondientes a las tensiones locales en el punto de aplicacién de la carga P,
calculadas para una placa circular, utilizando la teoria de las placas gruesas
(v. ap. 19) pueden servir en el caso de una placa rectangular larga.

Cuando la placa no es muy larga se utilizaran las ecuaciones (a) en lugar
de (b), para el calculo de los momentos M, y M, a lo largo del eje x. Puesto
que th a,, tiende hacia uno rapidamente y ch «, aumenta exponencialmente
con m, las diferencias entre las sumas de las series (@) v la suma de la serie
(b) se calculan facilmente, y los momentos M, y M, a lo largo del eje x vy
cerca del punto de aplicaci()n de la carga pueden ponerse en la forma:

(1+v)P mrx P
M, = el n—sen = +Tl41r

m=1
LE3
PO+ ) ; 2asena-+ P
- 47 T Ry (156)
M, = £ —;TV)P 2 mseanﬂ-Es i + v i;
m=1
&
P(1 + ») 2&sen—&- P
. In +‘Yz,-
4r 47

donde y, y y, son factores numéricos cuyos valores dependen de la relacion
bla y de la posicién de la carga sobre el eje x. La tabla 24 da varios valores
en el caso de una carga central.

TaBLA 24
Factores 3, y y. de las ecuaciones (156)

T R R L AR e G T w
& L omee lousset | oo | —o¥Es. | —oew |- apie 0
» | 40135 |+0115 | +0085 |-+0057 | +0037 |+0023 | 0O
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La distribucion de tensiones cerca del punto de aplicacién de la carga
es también en esencia la misma que en una placa circular cargada en el
centro y de radio (2a/x) sen (n/a).

Para obtener los momentos de flexion M, y M, cerca de la carga, basta
con superponer a los momentos de la placa circular la flexion pura creada
por los momentos M, = y,Pl4ny M, = —(1 — v — y,)P[4n.

Suponiendo que esta solucion es valida también cuando la carga P esta
uniformemente repartida sobre un circulo de radio pequeno ¢, se tiene para
el centro del circulo:

P 2asen%€ viP
= ePid ik
M, = P _(1 + ») In s + 14 o
" : N (157)
oo
i, =P la+nm ST | ey B
LT g e ] k™

Como en el caso de una carga repartida las reacciones concentradas en
las esquinas de una placa rectangular actian hacia abajo y las cargas con-
centradas producen importantes momentos de sujecién. Las reacciones en
las esquinas

R = nP \H
debidas a una carga central P estan dadas en la tabla 25 por los valores
numeéricos del factor #, en tanto los momentos de sujecion tienen por valor,
—R/2 (v. pag. 105). El célculo de R se efectGa por un método sencillo
explicado en el apartado siguiente.

TaBLa 25

Factor n para el cilculo de las reacciones R en placas rectangulares simplemente apoyadas
cargadas en su centro

y =03

bla= | 1,0 | 1.2 1,4 1,6 | 18 | 20 3,0 -
: : ! i

n= | 01219 | 0,1162 | 0,1034 | 00884 | 00735 | 00600 | 00180 | 0

La figura 73 muestra la distribucién de los momentos flectores y de las
reacciones, en el caso particular de una placa cuadrada, cargada en el
centro.

Las partes de curvas rayadas son validas para un reparto uniforme de
la carga P sobre un circulo de radio ¢ = 0,05 a.

47
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36. Placas rectangulares de longitud infinita con bordes simplemen-
te apoyados

En anteriores estudios hemos considerado varios casos de placas de
longitud infinita. Las flechas v los momentos en estas placas se obtienen a
partir de las soluciones de las placas finitas en las que se hace tender la
longitud hacia infinito. En algunos casos es mejor obtener las soluciones

oM
Ay =0y - =X

dax
1
047 E 41,
P R=0122P
dx -03
K 0203 £ ¥ilh
o T
0y )
10 1
R A i 1 R i
M T olew
a T |
2 i
My-. ] ~My 1
(=]
. ___“_Ld}, 2 .
0— e P 5
x ‘T}‘
’}"2 1
oA
fer
Oldla o] 1 DIN
H
N2
Q
Lw____g _______ P PTG 1
2 2 N
¥
Fic. 73

para una placa de longitud infinita y combinarlas de tal forma que se
obtenga la solucién para una placa finita. Daremos en este apartado varios
ejemplos de este procedimiento de obtener las soluciones.

Estudiaremos primero el caso de una placa de longitud infinita y de
anchura a cargada a lo largo del eje x, como indica la figura 74. Puesto que

q-{uI

>

o

A
-

ky
u
2

male

——

Me==- g ==-

y

Fic. 74
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la deformada es simétrica con relacion al eje x, no consideraremos mas que
la parte de la placa correspondiente a los valores positivos de y.
Estando la carga distribuida sélo a lo largo del eje x, la flecha de w de
la placa, satisface la ecuacion
dtw | dw

o',c"_ #2 ar? ay? + O 0 (a)

Escribiremos su solucion en la forma

L]
mrx
w = Y, sen B (b)
m=1

que satisface las condiciones de contorno a lo largo de los bordes longitu-
dinales de la placa simplemente apoyados. Para satisfacer a (a), las funcio-
nes Y, deberan ser solucién de

I

mixt
Vi -0

m

. mir
yw —2
Tomando la solucion de esta ecuaciéon en la forma
Y = A emﬂ'y,’a + B y emr:,nl’a _|_ C e—ml’y’f& + D mﬂ'y —maryfa (c)

y recordando que las flechas y sus derivadas tienden a cero cuando nos
alejamos del eje x, se llega a que las constantes 4, v B, deben ser nulas.
Por consiguiente (b) se escribe

=

w = E (C' + D, mm) eg~m vl gen m—:;E (d)

m=1

Por razén de simetria, tenemos

dw
ko =10
(ay )v=°

Esta condicion se satisface tomando C,, = D, en (d). De donde

o - E (1 + mrry) —mryla sen ﬂ% (e)

m=1

Las constantes C,, se calculan facilmente en cada caso particular si se
conoce la distribuciéon de la carga a lo largo del eje .
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Por ejemplo, supongamos que la carga esta uniformemente repartida a
lo largo de todo el ancho de la placa. La intensidad de la carga puede
ponerse en la forma siguiente de serie trigonométrica

_4 1 mrx
¢5s

en la que ¢, es la carga por unidad de longitud. Puesto que la carga esta
uniformemente repartida entre las dos mitades de la placa, se ve que

d (ow , *w g 2 1 mrx
@ = -0 (G4 5) =T ) e )
m=135...

Sustituyendo z por su valor dado en (e), se obtiene

. @
ZD: 2 C.misen 0L — 240 1 e
a a m m a
=1 m=1305,...
de donde ;
Op-= 12
"= Dt
dondem =1, 3,5 ...
Por consiguiente
qoa® 1 may\ mmwx
w = *+— — 2 | gwule gen — =
miD E mi (1 + a )L a @
m=12305 ...

La flecha es maxima en el centro de la placa (x = a/2, y = 0), donde

£

. -q—?g_ii (_,_1)(;»—1)32 _ 5#@003
b m 1,536D *)
m=13,5,...
Se obtiene el mismo resultado poniendo th @, = 1y ch a, = % enla

ecuacion (144) (v. pig. 160).

Como otro ejemplo de aplicacién de (e), consideremos una carga de
longitud # uniformemente repartida a lo largo de una parte del eje x
(fig. 74). Representando esta distribuciéon de carga por una serie trigo-
nomeétrica, se tiene
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donde g, es la intensidad de la carga a lo largo de la parte cargada del eje x.
[.a ecuacién que permite la determinacién de constantes c,,, correspondien-
tes a (f), es

d [d*w 02w mﬂ-u mwrz
D@(@*a—yz)y- E— en T sen 7 sen 202

Sustituyendo z por su valor en (e), se obtiene

2Dr? E mrr  2qo 1 mmé mmwi mrx

3 C.mdsen — = — — sen —— sen —— sen
a m a a

m=1 m=1

de donde se deduce

3
ol mmé mmi
Cn = 2% sen™gen
™ xt Dm? a 2a

La expresion (e) de las flechas toma entonces la forma

3 mart .
- 2 L oon T, T (1 + LJ) emevis sen ™TE ()
1 a a1

m=1

El caso particular de una fuerza concentrada aplicada a una distancia &
del origen se obtiene haciendo tender a cero la anchura u de la parte
cargada del eje x. Sustituyendo

mmwu _ mwu
qou = P y BOR S My

en la ecuacion (i), se obtiene

w0

_ P2 1 mw MIY et cnr. ML
w = WEESE —1{1 + )6 v Sen—a’— (158}
m=1

expresion idéntica a la (148) del apartado anterior.

Se pueden obtener diferentes casos de carga integrando la expresion (i)
de la flecha de una placa larga sometida a una carga repartida a lo largo de
una porciéon u del eje x. Por ejemplo, consideremos el caso de una carga de
intensidad g repartida uniformemente sobre un rectangulo rayado (fig. 75).
Tomemos un elemento infinitesimal de carga, de valor gudy a una distancia
i del eje x, la flecha correspondiente producida por esta carga en puntos
tales que ¥ = 1 se obtiene sustituyendo g, por gdye v por v — i en (7). La
flecha producida por la carga entera, en puntos tales que y — v/2, se
obtiene por integracion:
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ga® 1 mm§ mxé I AT
w = e S
wiD a 2a
m-l 2
v/ ma(y—mn)
mw(y — -
f [1 s _..__(J_L)} e T o dn
—u/2 a
qa® 1 s mwk mau mrxr
= ey €n —— sen —(5— sen ———
D a 2a
m—l

2a gy =iy 2a _mx(2y+v) _
[(;}a+y-—§)e - —(m—w+y+§)e 2a ] (7)

La flecha en los puntos tales que y < v/2 se obtiene mediante un
adecuado cambio de los limites de esta integracion. Consideremos la flecha
a lo largo del eje x (fig. 75). La flecha producida por la mitad superior de
la carga se obtiene de la expresion (j), sustituyendo vy v v/2 por v/4.

4—{-)

: W77 R
il
ol dn’ B
%EL}
-t-----a_--.;.‘.
y

Ay
4 [+ rol<
- ]

;

ral<

Fic. 75

Multiplicando por 2 el resultado obtenido en este caso, se incluye también
la accion de la mitad inferior de la carga v se obtiene finalmente

4
(W)ymo = qg_ 2 — sen X% gen ﬂ;’;usen E%-E [1 rud (1 + ﬂ:—?) e*"’"‘““]
(k)

Cuando © = x , la carga indicada en la figura 75, se extiende en toda
la longitud de la placa y la deformada es cilindrica. La flecha correspon-

diente es, segtn la ecuacion (k):
biigd 7485, rten S A e D

m=1

Haciendo & = u/2 = a2 en esta expresién se obtiene

4
(o= 22 s
m=1,3,5,.

que representa la deformada de una f'ranja uniformemente cargada.
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Las expresiones siguientes de los momentos flectores producidos por la
carga uniformemente repartida a lo largo de una parte u del eje x, se
obtienen facilmente de la expresion (7) de la flecha w:

m mmwu mmx
M. = 94 -1— sen —Tg sen —— sen——
wE T p? m? a 2a -
=1
mmr
[1 +r+ T == -y] —mryla
- (m)
0@ 1 mir mari ’
ﬂ'fg = q—z‘ - s5en —-—E sen L sen mmx
m™ m a 2a a

[1 -1 -nEd e“”"”"“]

Los valores maximos de estos momentos se sitian sobre x; donde

(Mrr)v—ﬂ - (‘M?)&f’u

900(1 + v) mmu__ mwx
—-§ sen—sen 5 €N 4~ (n)

En el caso particular de que & = u/2 = af2, es decir, cuando la carga
esta distribuida a todo lo ancho de la placa

o0

(Mo = (M) = 220 F2) 2 1 jen ™
m=1305,

m? a

El momento maximo esta en el centro de la placa, donde

- (m—1)/2
(ﬂu’.r )max (Rfv)max = 903(1 + V) 1} = 0,0QZSQQG(I + y)

m=1,3,5,.

Cuando u es muy pequefio, esto es, en el caso de una carga concentrada,
se pone

mwu mwu

e v gqou = P

Entonces, segin la expresion (n), se tiene

P(1 3
(M2)ymo = (M)yeo = _'L'g.;rt'ﬂ Z %Sen mTﬁsen % (0)

m=1

que es idéntica a (b) del apartado anterior y que se expresa también de
forma finita (v. pag. 168).

12.-—~TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS
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En el caso de una carga ¢ uniformemente distribuida en el area de un
rectangulo (fig. 75), los momentos flectores de la parte de placa para la que
y = v/2, se obtiene por integracién de las expresiones (m) en la forma

siguiente:
i qa 3. mmé mru mrx
M. =5 i Sen —— sen 5 - sen — =
m=1
+v/2 — _mrly—n)
/ |:1+,+(1_V)M]e a dn
—v/2 a
qa 1 mmE mri mmwx
= —-ésen — §€n —— sen ——
T m a 2a a
m=1
2q ( v)} _mry—v)
T L—» 1|y —=)]e 2a
‘[mr +A=»n{y—3 (159)
% v _mr(ii-l-v)l
- [;ﬁ;"l‘(l - v)(y-i-z)]e
a
M, = q—, I,,sen?nif en i 14 sen onk
m? a 2a
m=1

2va v __@L;a:r‘_-l-aﬂ
|2 2 (v+2)]e

Los momentos de la parte de la placa donde ¥ < ©v/2 se calculan de
modo similar. Para obtener los momentos a lo largo de x, basta sustituir ©
por /2 e ¥ por v/4 en las formulas (159), v multiplicar por 2 el resultado
asi obtenido.

Por consiguiente

2 [
(Mz)ymo = 49? Z ala e T I e D

T a 2a a
me=]1
N e
.o (160)
4qa 1 u mmx
(Mar)u-=0 — %‘ Z E‘ €n "-:—ES %Tr— s5e —::—
m=1

mxy
mmy | —o—
2a
v — y — 1 —v)—1|e
Si se precisa conocer los valores de los momentos en el centro del

area rectangular cargada, se pueden calcular también por medio de las
expresiones (167) que serdn expuestas en el apartado 37. Cuando » es muy
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pequeno, las ecuaciones (160) son iguales a (n), si se sustituye en este caso,
qu, por g,. Cuando v, es muy grande, la placa flexa segin una superficie
cilindrica vy las ecuaciones (160) toman la forma

4qa’ 1 mr mru  mwx
(M2)ymo = --g'g- — Sen _§ sen -—5— sen ———
T m? a 2a a
m=1
4rqa’ 1 mw mru  mwx
(My)ymo = —3 —- sen mat sen —— sen ——
L A m? a 2a a
fm

Pueden obtenerse los valores de los momentos flectores y de las flechas,
para una placa finita, a partir de los valores correspondientes a una placa
de longitud infinita, con ayuda del metodo de imdgenes'.

Empezaremos por el caso de una fuerza concentrada P aplicada sobre
el eje de simetria x de la placa rectangular, de lados a y b [fig. 76 a)]. Se
imagina ahora que la placa se prolonga en las direcciones positiva y negativa
de v v que estd sometida a una serie de fuerzas P aplicadas a lo largo de
mn, situadas a una distancia b una de otra y dirigidas en sentidos contrarios
[v. fig. 76 b)], las flechas de esta placa indefinida son evidentemente nulas

a lo largo de las lineas 4,B,, AB, CD, C,D, ... . L.os momentos flectores a
m
P
P . A
=Tl
-t -1
i
T 1]
.n;\l &EJ . ‘I‘ 7 p _
K 0 T S
L | o mat o
=141 1 P
D'_I.__E'_....__P__
I W s WSO, 1 | 3
y
o) b)

Fic. 76

lo largo de las mismas lineas son nulos, vy se puede considerar la placa
ABCD como una porcién de la placa de longitud infinita, cargada como
indica la figura 76 b). Por consiguiente, la flecha y las tensiones producidas
en la placa dada en el punto de aplicacién O de la fuerza concentrada, se
calculan mediante las férmulas de las placas de longitud infinita. De (158)

' Este método fue utilizado por A. Nadai (véase Z. angew. Math. Mech., vol. 2, pag. 1,
1922) y por M. T. Huber (véase Z. angew. Math. Mech., vol. 6, pig. 228, 1926).
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se deduce que la flecha en el eje x, de la placa de longitud infinita, produ-
cida por P, aplicada en O, es

_ Pa? 1 o mmf e mmrx
2r3D m? a
m=1

w,

Dos fuerzas adyacentes P aplicadas a una distancia b de O [fig. 76 b))
producen en el eje x la flecha

L]

Pa? 1
_— — 8
w2D m?

m=1

wT

= m_TE —2am g@ m_
wa n— (1 + 2a)e sen —

donde, como anteriormente
mmb

O = —

2a

Las fuerzas P a una distancia 2b de O producen en el eje x la flecha
o

_ Pa? 1 mw§ ) o mrx
Wy = D E sen —[;_ (l + 4(1»1)8 sen T

m=1
y asi sucesivamente. La flecha total del eje x es igual a la suma

w:w1+w2+w3+“‘ (P)

Teniendo en cuenta que

i = T BEF o) g teaigh 2gton
1 + e~%n -
r + _ 4etam
ch®an, (e + e =) (T + ¢ %an)?

_— 48-2%"(1 — Qe—2am + 3e—tam — 4e—ban + . e .)
se hace coincidir (p) v (146) del apartado 34.

Apliquemos el método de imdgenes al cilculo de la reaccién
R = —2M,

que actua en el vértice D de la placa rectangular ABCD (fig. 76) v debida a una car-
ga P aplicada en el centro de la placa. Utilizando (151) y (152), se encuentra que la
expresion general del momento de torsién de una placa de longitud infinita, en el caso
de una carga tnica, pasa a ser

1 aM
M-y et § (1 -y “‘é‘;

sen E'(Z——E)_ sen M
i Pl — »)y a i a @
" ch il cos 730: e ch o A cos 77'(3‘ )
[} a a
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Por consiguiente, una carga P concentrada en el punto x = ¢ = a/2, y =0
produce en x = 0, el momento torsor
e L )
ch —
a
Poniendo, consecutivamente v = /2, 3b/2, 5b/2, ... se obtienen los momentos

torsores producidos por las cargas + P que actian por encima de la linea DC.
Sumando estos momentos se tiene

Pb(l — ») 1 3 5
M.y =-—%, =& Tab T 525 @
ch — ch ch
2a 2a 2a

Para tener en cuenta las cargas que actiian por debajo de DC, se debe doblar el
efecto (5s) de las cargas que actiian por encima de esta misma linea de modo que se
obtenga el efecto de todas las cargas dadas. Asi llegamos al resultado final:

w

_pa-» (—1)m=n12
4a mab
ch
m=135,... 2a

M v = (t)

En cuanto a la reaccién que actia hacia abajo en el punto D, e igualmente en los
otros vértices de la placa se tiene R = — 2M_, estando dado M,, por (2).

Se puede utilizar también el método de imdgenes, cuando el punto de aplicacion
de P no estd sobre el eje de simetria [fig. 77 a)]. Las flechas y los momentos pueden

il

s

|
® |
N
>
I~
-

i
T———-‘——-—‘
|

|

|

1

|

|

L

iy

______ F— ==

y a) by
Fic. 77

calcularse introduciendo un sistema de fuerzas auxiliares que indica la figura y
utilizando las férmulas de una placa de longitud infinita. Si la carga estd distribuida
sobre un rectdngulo deben utilizarse, para el cidlculo de los momentos flectores

debidos a las cargas existentes y a las cargas auxiliares las férmulas (167) que se
expondran en el apartado 37.
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37. Momentos flectores en placas rectangulares simplemente apoyadas some-
tidas a una carge uniformemente repartida en un rectingulo

Consideremos una vez mis el caso mds importante en la prictica, de la carga
representada en la figura 78. Si se procede como en el apartado 33, se encuentra que
para pequefios valores de u/a y v/b, las series que dan los momentos flectores en el
centro del drea cargada convergen lentamente y no son ttiles para célculos numéricos.

Para obtener en este caso unas férmulas' mds adecuadas, introducimos en (119)

_ las notaciones siguientes:
M,:M__.___‘+M”, _D(E@ _‘?2‘_”)

1 dxz? ay?
M +;! ' 6:0 Bfw (61)
x = v o _ e 2w
ol Lo b (6:52 ay?
De donde

M, =31+ M — (1 — )N

Consideremos primero una placa circular empotrada de radio a,, cargada en el
centro como la figura 78. Los momentos de flexién en el centro de estas placas se
obtienen con la ayuda de la formula de Michell, para una carga unica excéntrica. Si

e ]

b

2
0
]
I

-y

1
|
¥

-
=]
v
2
-

=b- .

2
=

-

Fic. 78

u y v son pequefios con relacién a a,, el resultado, calculado por una integracién
apropiada de (197) (pédg. 321) puede ponerse en la forma

P 2a,
M = 2 + -
4( 21n 7 q)

a

P (a)
N = o v
donde
1 1
¢ = karctg = - > arctg k
y = karctg sangy A arctg & (163)
k k

kuu_ v d = Vu? + o2

' Véase S. Woinowsky-Krieger, Ingr.-Arch., vol. 21, pig. 331, 1953.
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Para una placa circular simplemente apoyada y del mismo radio a, se debe anadir
aM,y M, el término P/4x (v. pag. 87), es decir, afiadiendo P/2a(1 + ») a M y nada
a N, de forma que los ultimos valores toman la forma

P 2
Mfz_(z e 2]1‘];.0_ q)—‘— __‘E___
4 d 27(1 + »)
(®)

P
N=;;r.l'z

Finalmente, para obtener las expresiones correspondientes a una franja infinita
(fig. 75), se debe hacer a, = 2a/x sen (né/a) e introducir un momento adicional
M, = —(1 — vP/4n.

Esta dltima operacién cambia M en —(1 — »)P/4n(1 + ») y N en + P[4xn.

Sustituyendo en (b), se llega al resultado siguiente:

L33
4a sen —
m=Flowm —2 43,
_ 4x xd ¢
(164)

P
N=—(1+y)
47

Los valores ¢ v ¢, dependen de la relacién v/u y se encuentran en la tabla 26.

Consideremos ahora, el caso de una placa rectangular (fig. 78), no debemos tomar
en consideracion mds que la influencia de las cargas auxiliares' + P (fig. 77), v
sumarlas a los valores (164) de M y N.

El resultado final, para el caso de la figura 78, se puede escribir en la forma

w
P -klscn-;
=\ 1y —= =
Mo\ g
P (165)
N=—(+v)
4
donde ¢, y, d, estan dados por las expresiones (163) v la tabla 26, y:
)\=3"4z T n‘m;'
ch am a
m=1
E (166)
B o= 1 — 2_ﬂ-b 2 Seneﬁlff
a ch? am
m=1

con a, = mnbiZq. Los términos 4 y u expresados por series ripidamente convergen-
tes son independientes de las dimensiones u v v (v aun de la forma) del drea cargada.
La tabla 27 da los valores numéricos.

L a .
Se pueden considerar como concentradas si u ¥ U s0on pequenos.
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De las ecuaciones (162) se obtienen los valores de los momentos flectores que
actian en el centro del drea cargada (fig. 78).

4 .
P Msen;
szs— 21n—d+?\—p-(l+v}+(ﬂ+\"’}(1"")
ok > (167)
L33
P 4asen;
My=—I\2In —— 4+ x—eJ(1+») —(w+H{I —»)
8r | wd

Las expresiones (165) y(167) son también aplicables al cdlculo de momentos de
una franja infinita simplemente apoyada, como caso particular.

TasLa 26
Valores de los factores ¢ y y definidos por las ecuaciones (163)
k = vju
| | I |
k 7| Y | & v I y k @ L
i 1 1
0,0 | 1,000 | —1,000 | 1,0 | 1,571 = 0,000 2,5 1,427 0,475
0,05 | 1,075 0923 | 1,1 | 1,569 | 0,054 3,0 1,382 0,549
0,1 1,144 —0,850 1,2 i 1,564 0,104 4,0 1,311 0,648
0,2 1,262 —0,712 1,3 | 1,556 0,148 5,0 1,262 0,712
03 | 1355 | —0588 | 14 | 1,547 | 0,189 60 | 1,225 | 0757
04 | 1,427 —0,475 1,5 1,537 0,227 7,0 1,197 0,789
05 | 1,481 —0,374 1,6 1,526 0,261 8,0 1,176 0,814
06 | 1519 —0,282 157 1,515 0,293 9,0 1,158 0,834
| | |
0,7 | 1,545 —0,200 1,8 ‘ 1,504 | 0,322 10,0 1,144 0,850
08 | 1,560 —0,127 1,9 | 1,492 | 0,349 20,0 1,075 0,923
09 | 1,568 0,060 2,0 | 1481 i 0374 1,000 | 1,000
TasrLa 27
Valores de los factores i v u (ec. 166) para placas rectangulares simplemente apoyadas
) I A para fla = | u para Fa =
alb | : i |
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,1 0,2 | 03 | 04 | 05

0,5 | 2,792 2,352 | 1,945 | 1,686 | 1,599 | 0,557 |—0,179 —0,6471--0,852: 0,906
0,6 | 2,861 | 2,545 | 2,227 2,011 | 1,936 | 0,677 | 0,053 | —0,439 | —0,701  —0,779
0,7 | 2,904 | 2,677 | 2,433 | 2,259 | 2,198 | 0,758 | 0,240 | —0,229 | —0,514  —0,605
08 | 2,933 | 2,768 | 2,584 | 2,448 | 2,399 | 0,814 | 0,391 | —0,031 ‘—0,31(: —0,404
09 2952 | 2,832 | 2,694 | 2,591 2,553 0,856 | 0,456 0,148|—0,108 —0,198
0 | 2966| 2,879 | 2,776 | 2,698 | 2,669 | 0,887 | 0,611 | 0,304 0,080 | 0,000
2 | 2,982 2,936 | 2,880 2,836 | 2,820 | 0,931 0,756 | 0,551 | 0,393 | 0,335
4| 2990 | 2,966 | 2,936 | 2912 | 2903 | 0,958 | 0,849 | 0,719 0,616 | 0,578
6

8

2,995 | 2,982 | 2,966 | 2,953 | 2,948 | 0,975 = 0,908 | 0,828 | 0,764 | 0,740
2,997 | 2,990 | 2,982 | 2,975 | 2,972 | 0,985 | 0945 0,897 | 0,858 0,843

3,000 | 3,000 | 3,000 2999 | 2999 | 0,999 | 0,998 | 0,99 | 0995 | 0,994

2,0 | 2,999 2995 2,990 | 2,987 | 2,985 0,991 | 0,968 0,939‘ 0,915 | 0,906
3 |
o | 3,000‘ 3,000 | 3,000 | 3,000 | 3,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000
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Extendiendo la integracion a las superficies circulares, elipticas y otras, se en-
cuentran asimismo las expresiones de M y N para estas cargas. T'omemos, por
ejemplo, un drea circular cargada (fig. 79), se obtiene para su centro:

2asen T—E

2l —— 2 A —2
wec

M:

(168)
N =

Flv $w

m

estas expresiones son equivalentes a (157). Comparando (168) y (165) para k = 1, se
llega a que las areas cargadas circular y cuadrada producen el mismo momento flector
en el centro, si

u

2

Se observa que, a medida que la carga se concentra, la exactitud de las formulas
logaritmicas aproximadas de los momentos flectores [ec. (157 y 167)], aumenta
mientras que la convergencia de las series que dan ordinariamente estos momentos

evli-1 = 05Ty o u=088X2 (o

o
I

ltm e g— =
>

Fic. 79

se hace mas lenta. Los cdlculos numéricos' muestran también que la precision de
estas formulas aproximadas es ampliamente suficiente en la practica.

38. Tensiones térmicas en placas rectangulares simplemente apoyadas

Supongamos que la cara superior de una placa rectangular esta a una
temperatura mas alta que la cara inferior de manera que la placa tiene
tendencia a curvarse hacia arriba a causa del calentamiento no uniforme.
Debido a la coaccién a lo largo de los bordes de la placa, simplemente
apoyada, que les impide separarse del plano de los apoyos, el calentamiento
no uniforme de la placa provoca ciertas reacciones en la longitud del
contorno de ésta y ciertas tensiones de flexion a una distancia de los bordes.

! Véase S. Woinowsky-Krieger, Ingr.-Arch., vol. 3, pag. 340, 1932; e Ingr.-Arch., vol. 21,
paginas 336 y 337, 1953,
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Se utilizara el método descrito en el apartado 24 para calcular estas tensio-
nes'. Supongamos primero que los bordes estan empotrados. En este caso,
el calentamiento no uniforme produce los momentos flectores uniforme-
mente repartidos a lo largo del contorno y cuyo valor es (v. pag. 67)

atD(1 + ») (a)

M, = W

donde ¢ es la diferencia de temperatura entre las caras superior e inferior
de la placa y «a el coeficiente de dilatacion térmica.

Para obtener los momentos flectores M, y M, de una placa simplemente
apoyada (fig. 62), se deben superponer a los momentos uniformemente
repartidos, dados por (a), los momentos producidos en una placa rectangu-
lar, simplemente apoyada, debidos a M, = —atD(1 + »)/h uniformemen-
te repartidos a lo largo de los bordes. Se utilizard (120) para estudiar este
iltimo problema.

Puesto que la curvatura en direccién de un-borde es =ala en el caso de
extremos simplemente apoyados, tenemos M, = »M,. Por consiguiente en
el contorno
M=M,+M,,=M§,+M:=_atD(1+w) ®)

1+ 14+ h

Entonces la primera de las ecuaciones (120) se cumple tomando M
constante a lo largo de toda la placa e igual a su valor en el contorno (b).
La segunda de las ecuaciones (120) da entonces

ow |, w _ ot(l+v)-
@"‘Ey“f—" h (G)

Por consiguiente, la deformada debida a un calentamiento no uniforme
es la misma que la de una membrana rectangular uniformemente tensada
y uniformemente cargada, y se obtiene hallando la solucién (¢) que cumple
la condicién w = 0 en el contorno.

Operando, como antes se escribe, la superficie flexada de la forma

w=w, + W (d}

en la que w, es la flecha de una cuerda perfectamente flexible cargada
uniformemente y estirada axialmente de tal manera que la intensidad de la
carga dividida por la fuerza axial es igual a —at(1 + »)hs

! Véase la memoria de ]. L. Maulbetsch, ¥. Appl. Mechanics, vol. 2, pag. 141, 1935; véase
también E. Melan v H. Parkus, Warmespannungen infolge stationdrer Temperaturfelder, Viena,
1953, que incluye bibliografia sobre tensiones térmicas. Respecto a tensiones debidas a errores
de montaje de placas, véase W. Nowacki, Bull. acad. polon. sci., vol. 4, pag. 79, 1956.
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En este caso, la deformada es una pardbola que puede representarse en
forma de una serie trigonometrica

___od(1+v):.:(a—x)

e h 2
_ at(l + %) 4a? a ©
o h P m3
m=13,5,...

Esta expresion satisface a (¢). La flecha w, que debe cumplir

a%ﬂz 62w2 i
ax? | 9y 0 &)
puede escribirse de la forma
we = Vo sen m_;rx (9
" m=135,...

donde Y,, es una funcidon de y solamente. Sustituyendo (g) en (f), se

encuentra g
vy - "y, =0
Entonces
mamay 7
YV = Amsh 22 4+ B,, ch 22 (k)
a a

A causa de la simetria de la deformada respecto al eje x, se llega a que
Y, es una funcién par de y. Por consiguiente, la constante 4, en (h) es

igual a cero y se obtiene finalmente

)

. 2 Ty
w = Wy + w; = E sen$[—3“1—+—’ﬂ 40 +B.,,ichm”](s>
a

h wim?
m=135,...

Esta expresion satisface las condiciones de contorno w = 0, en los
bordes x = 0 y x = a. Para cumplir la misma condiciéon en los bordes
¥y = 4 b/2 es preciso que

b at(l + ») 4a®

m‘.
B, ch 22 _ —0
2a h a*m?

Sustituyendo en (7)) B, por su valor, deducido de esta ecuacién, se
encuentra

< sen "T mmy
e 2 at(l + v)4a? e a 1 a .
w3h m?2 R ch a,, (J)

m=1,3,5,... '

en la que, como antes a, = mab/2a.
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Con ayuda de esta expresion w de las flechas, se encuentran los valores
correspondientes de los momentos flectores y, combinandolos con (a), se
encuentra finalmente:

M ﬂatD(1+v)_D azw+vazw
5 h dz? ay?
® max h may
sen c
_ 4Dat(1 — »?) a a
wh mch a,,
m=13,5,... (k)
M. = atD(1 + ¥) D *w + pa"w
L h Jy? ax?
- max b mamy
sen c
at(l — v)D  4Dat(l — »?) a a
h wh m ch a,,
m=123,5,...

La suma de la serie que aparece en estas expresiones se obtiene facil-

mente si se escribe de la forma siguiente:
» mmax mmy
sen ch ——
a
m ch a,,
m=13,5 ... rury
o x mamxy mrx
sen ch emv/e gen ——
_ a
m ch a,, mesm
m=13,5,... =
L]
gmrvis mmrx
+ —sen™2 ()
me= a
m=13,5,...

La primera serie del segundo miembro de esta ecuacion converge rapi-
damente puesto que ch (may/a) y a,, tienden rapidamente hacia €"™/* y "™
cuando m aumenta. La segunda serie se escribe’:

w mrx T
emv/e gen —— sen —
% .. arctg — (m)
mesn 2 h Tb Y
m=13,5,... L e

' Véase W. E. Byerly, Elementary Treatise on Fourier Series and Spherical, Cylindrical
and Ellipsoidal Harmonics, pag. 100, Boston, 1893. El resultado puede obtenerse ficilmente
mediante la conocida serie

1 2z sen ¢ 3 z*
= arctg ———— = rse —sende + —senbp 4+ - - -
2 g e ene + 3 RN be
64
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Los momentos flectores M, y M, son maximos en el contorno. Estos
valores maximos son:

at(l — »?)D at
(M) poisrs = (M)otome = 2L DD _ g (n)
h 12
Se ve que estos momentos se obtienen multiplicando el valor de M, en
(a)por (1 — v). Se llega a la misma conclusion si se sefala que los momen-
tos M., que estaban aplicados a lo largo del contorno crean en la direcciéon
perpendicular los momentos
vatD(l + v)

M, = M, = — :

que superpuestos al momento (a) dan el valor ().

39. Influencia de las deformaciones por esfuerzos cortantes en la

flexion de las placas delgadas

Se ha visto que la teoria habitual de las placas delgadas elasticas,
conduce a una ecuacién en derivadas parciales de cuarto orden (103) para
la flecha y, por consiguiente, a dos condiciones de contorno que pueden y
deben cumplirse en cada borde.

Para una placa de espesor finito, parece natural exigir que se cumplan
tres condiciones de contorno mejor que dos. La razén formal que impide
satisfacer mas de dos condiciones, por la teoria habitual, proviene del orden
de la ecuacién basica de esta teoria; fisicamente esta razon proviene del
hecho de que la distorsién de los elementos de la placa, debida a los
esfuerzos cortantes Q (pag. 71), O, vy Q, (pag. 99), ha sido despreciada al
establecer las relaciones entre las tensiones y la flecha de la placa. Esta
omisiéon de la deformacién provocada por la componente de la tension
tangencial equivale, evidentemente, a hacer tender a infinito el moédulo de
elasticidad transversal G,.

Aceptando esta hipotesis, se sustituye el material real de la placa,
supuesta isétropa, por un material no perfectamente isétropo. Puesto que
se ha supuesto G, = =, la placa no respondera a la accién de un par
aplicado en su superficie cilindrica, si el vector del par coincide con la
normal a esta superficie. Esto nos permite identificar la variacion d M, /Sy
de los pares de torsion debidos a las tensiones tangenciales horizontales que
actGian a lo largo de un borde x = a con el efecto de las fuerzas verticales
O, aplicadas en el mismo borde lo que reduce de tres a dos el nimero de
las condiciones de borde (v. pag. 102). El anadlisis de las tensiones de las
placas eldsticas se simplifica enormemente con esta reduccién. Por otra
parte, atribuyendo propiedades puramente hipotéticas al material de una
placa, no se puede esperar una identificacién total de la distribucion de
tensiones teoérica con la distribuciéon real. La inexactitud de la teoria habi-
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tual de las placas delgadas es de interés practico en las zonas periféricas de
las placas y alrededor de agujeros que tienen un didmetro no muy grande
en comparaciéon con el espesor de la placa.

La generalizacion de la teoria ordinaria en funcion de la influencia de
las deformaciones de los esfuerzos cortantes se debe a E. Reisner.

9dxdy
_ ¥

i %
¥ dx 2
h )
2 =
) ?
'I”_ 1 z 4
[] -~
i Ty 7
h Ty LaZ Ox
3 ?'7»?:_/
II 0y 172 Tz

Fic. 80

Consideremos un elemento de placa sometido a una carga transversal
externa gdx dy v a un sistema de tensiones (fig. 80). Segin la teoria de
E. Reisner se supone una ley lineal para la distribucion de las tensiones g,
0, T,, a través del espesor de la placa. Por las ecuaciones de equilibrio (a)
de la pdgina 119, la distribucién de las componentes 7., y 7, sigue una ley
parabdlica. Como para la tensién g, se obtiene facilmente por la tercera de
las ecuaciones de equilibrio (a), si se tienen en cuenta las condiciones

(‘Tz):———hﬂ = —q (az)x—hﬂ =0

sobre las caras superior e inferior de la placa, se llega, de esta forma, para
las componentes de la tensiéon en funcién de sus resultantes y de z, a las
expresiones siguientes

12M.2 12M 12M
g = —Ea_ Oy = hsvz -_"'sv L _"_ha_wz g
. (@)
_3Q- |, _ (2}’ _3Q (22}
T Y R Tvs = 2p "
S el - 2o Bfdey
o = 7{[3‘7*3(7)] ®

Excepto () el sistema anterior de ecuaciones es igual a las expresiones
correspondientes de la teoria habitual. De la misma manera se pueden

' Véase 7. Math. and Phys., vol. 23, pag. 184, 1944; . Appl. Mechanics, vol. 12, pag. A-68,
1945; Quart. Appl. Math., vol. 5, pag. 55, 1947, Para estudiar la historia de este problema
retrocediendo a la controversia entre M. Lévy v Boussinesq, véase L. Bolle, Bull. tech. Suisse
romande, octubre 194/.
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escribir las condiciones de equilibrio de las resultantes de la tension
. pags. 99 v 100):
(v. pag Y 3Q. . 3,

ax + ay t+g=0 ©
oM. oM., _ 0.'='0
dx Ay )
oM, M, Q, =0
ay dx .

Suponiendo un material isétropo y los desplazamientos u,, v,, w, pe-
quefios con relacién al espesor /4, en todo punto de la placa, se pueden
utilizar las relaciones generales entre tensiones y deformaciones

% = %,[o‘x — v(oy + 03)]
G = Flow = vlae + o]
i JINULEE )

el TR el LY
dz jy G

donde G = E/2(1 + »). No se utiliza la sexta relacion

dwo 1

— = — g, — v(e, + o

00— Lo, — vlos + )]
por estar en contradiccion con la hipotesis de la ley lineal para la distribu-
cion de tensiones a,, 0,, 7, junto a ello introducimos' un valor medio = del
desplazamiento transversal, a través del espesor de la placa, asi como algu-
nos valores medios ¢, v ¢, del giro de las secciones x = constantes e
vy = constante. Se definen estas cantidades igualando el trabajo de los pares
resultantes al producir los giros medios y el trabajo de las fuerzas resultan-
tes al producir los desplazamientos medios al trabajo de las tensiones
correspondientes al efectuar los desplazamientos reales u,, v, v w, en la
misma seccion; es decir, haciendo

h/2 h/2
f ol dz = M., = | Tavidz = My,

—h/2 h/2
h/2 h/2
f—h/2 oo dz = Mye, = | g Tautho dz = M,,0., )
h/2 hi/2
.[ a2 T dz = Qu f _pjp TeWo dz = Quuw

' E. Reissner, en un tratado sobre esto, utiliza el principio de minimo trabajo de Casti-
cliano, para introducir las condiciones de compatibilidad en el analisis. El método desarro-
llado aqui conduce al mismo resultado y es debido a A. E. Green, Quart. Appl. Math., vol. 7,
pagina 223, 1949; véase también M. Schiifer, Z. angew. Math. Mech., vol. 32, pig. 161, 1952.
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Sustituyendo las tensiones (@) en (f), se obtienen las relaciones siguien-
tes entre los desplazamientos medios y reales

_ 3 [ 27\?
”"ﬁfam“’"[“(r)]dz

_ 12 (W2 e

¢3ﬁﬁ/_h/27dz (g)
_ 12 42 ve

o Bap@ ok

Utilizando (e) v teniendo en cuenta (b), se pueden también expresar las
componentes o, 6, ¥ 7, en funcién de los desplazamientos reales, se tiene':

_E duo dve\  3gr 2 2z 1f2
”“‘1—p2(ax+”§5) 4(1—r)[__??+3(h)]

_ K dvg . 3qv 2 2z, 1(2¥
crl'_l—;-z( +p8x) 4(1—#)[§—W+§(7{)] (h)
rym o B (w0 o
201+ v) \ oy ox

Sustituyendo estos valores en (a) y, multiplicando las ecuaciones obte-

nidas por 12z dz/h®, integrando entre 3 = — h/2 v 2 = h/2, y teniendo en
cuenta (g), se obtienen las expresiones

& Az d¢, , 6v(1 + »)
O ey Ao, . 6v(1 + »)
M“‘D[ay+’55+—‘—5Eh ] (@)
_ _ D =) f3¢: , ¢y
My = 2 (By + 6a:)

en las que D estd definido por la ecuacién (3). De la misma manera,
sustituyendo 7,, y 7, por sus expresiones (a) en las dos ultimas ecuacio-
nes (e), multiplicando el resultado por 3/2[1 — (2z/h)*]dz/h e integrando
entre los limites ¥ = + h/2, se obtiene:

_ w121+
P = T oz +5 “m 9

121 +»
-9 Q

)

Py +

' Los términos en = no aparecerin en las expresiones siguientes de o, v a, puesto que
se anulan con términos iguales, con signos opuestos, contenidos en Suy/6x y v/ dy.
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Ahora, ocho valores desconocidos, M., M,, M,,, Q., Q,, w, . ¥ @y
estan relacionados por las dos ecuaciones (j), las tres ecuaciones (z) y, final-
mente, las tres ecuaciones de equilibrio (¢) y (d).

Para simplificar este sistema de ecuaciones en uno mas conveniente, se
eliminan ¢, y ¢, entre las ecuaciones (j) e (?), teniendo en cuenta (c), se

obtiene:
" 9w 9w h*0Q. qh* v
Mx——D(za‘;“‘“”@)Jrﬂz 017
ow . 0w\ | h'aQ, gqh? v
M, = — il il oy TR i CR T
: D(6y2+”ax2)+5 ay 101—v (k)
RN Pw Rk (3Q. | 8Q,
M., = (1 ")sz; E(ay""ax)

La sustitucién de estas ecuaciones en (d) da, si se tiene en cuenta (c), el
siguiente resultado

h? _ _pdaw) h*  dq
Q- - 10 4Q. =D ax 10(1 — ») 9z 0
h? a(Aw) h* aq

Q- 4% =—D dy  10(1 — ») dy

donde 4 tiene la misma significacién de la expresion (105). En el caso
particular que kA = 0, es decir, para una placa infinitamente delgada, el
sistema de cinco ecuaciones (k) v () da (101) y (102) para los momentos y
las ecuaciones (108) para los esfuerzos cortantes todas ellas de la teoria
ordinaria de placas delgadas.

Para obtener la ecuacion diferencial mas completa de las flechas de una
placa, basta sustituir () en (c¢), asi se obtiene

h*2 —

01 = (169)

DAAw = q —

Esta ecuacion se cumple si se toma w, «flecha media», en el punto (x, v),

en la forma
w=w + w’ (m)

donde =" es una solucién particular de la ecuacion

;& h*2 —»
v @’ la solucion general de la ecuacion
AAw" =0 (o)

Ademas utilizando (169), podemos hacer que como en la teoria ordina-
ria de placas delgadas, se satisfagan siempre las cuatro condiciones de

13.—TEORIA DE PLACAS ¥ LAMINAS
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contorno. Se puede obtener una ecuacién diferencial suplementaria, tenien-
do en cuenta los esfuerzos cortantes Q. y O,. La ecuaciéon de equilibrio (c)
se cumple, si se expresan estos esfuerzos de la misma forma que las ecua-

ciones (/):

0= —p%m) .

0, = —p¥) _ % ’
o bien

Q.- q - pX) ¥

0= D20 ¥ @

En estas expresiones y representa una nueva funcion de tension, mien-
tras que Q] y O, satisfacen las relaciones
h? a(Aw") h? aq
" 7 e r - e bl §
- 152% =P “ A -

, R, aaw) R dg
%1024 = =P, “ g = ay

(r)

como puede deducirse de las ecuaciones (/) y (n). Derivando las ecuaciones
anteriores, respectivamente respecto a x v a y v sumando los resultados, se
llega a la condicion de equilibrio

90Q; L ¢ L . _o - )
% Ty t1=0 ®)

Para establecer una ecuacion diferencial para la funciéon de tensién y se
sustituyen las ecuaciones (q) en (/) de donde

P B 2 A
gg('f/—mﬁkﬁ):—@(k&—‘mﬁ'ﬁ)-o ®

de donde se deduce que las expresiones entre paréntesis son constantes.
Igualando estas constantes a cero, obtenemos la relaciéon

Ay — %t& =0 (170)

que aun si se supone & = 0 da una segunda ecuacion fundamental de la
teoria generalizada de la flexién, junto con (169).

Habiendo establecido dos ecuaciones diferenciales, una de las cuales es
de cuarto orden y otra de segundo, se pueden ahora satisfacer tres condi-

ciones, en lugar de dos, en el contorno de la placa. Considerando el caso

general de un elemento, del contorno cilindrico de la placa, dado por las
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direcciones de la normal # y de la tangente t (fig. 54), se puede, por
ejemplo, situar la posicion del elemento por las ecuaciones

w=w ©n = Pn et = @ ()

Donde @ es la flecha media dada, y §, y @, son los giros medios del
elemento con respecto a los ejes t y n respectivamente. En el caso particular
de un borde empotrado, las condiciones deberan ser w = 0, ¢, = 0y
¢ = 0.

En lugar de los desplazamientos puede imponerse en el contorno algu-
nos valores O, M, M, de las resultantes, y las condiciones en los bordes

SO1:

Q. = Qn M, = Mn Mnt=-ﬂ?nt (U)

Por consiguiente, las condiciones a lo largo de un borde libre se expre-
san por las ecuaciones Q,, = 0, M, = 0, M,, = 0 y para un borde simple-
mente apoyado, w = 0, M, = 0, M,, = 0. En este ultimo caso, no se
producen las reacciones concentradas en las esquinas de la placa que actian
segiin la teoria ordinaria y estin en contradiccion evidentemente con la
omision de la deformacion debida a los esfuerzos cortantes postulada en
esta teoria.

Para ilustrar la teoria simplificada, consideremos una placa rectangular semiinfi-
nita limitada por dos bordes paralelos ¥y = 0, ¥ = a y por el borde x = 0. Suponga-
mos que la placa no estd solicitada por ninguna carga, que las flechas w y los
momentos flectores M, son nulos en los bordes y = 0, ¥ = a, y que el borde x = 0
estd sometido a momentos flectores y torsores asi como a esfuerzos cortantes dados

por

M, = Mosen Y
@

M., = H, cos n_;rg (w)

xS n
Q. = Qusenﬂ
a

donde M,, H,, O, son constantes y n es un numero entero. Entonces, como ¢ = 0,

tenemos w’ = 0 segln la ecuacién () y w = w’’ segin (m). Se satisfacen la ecua-
cién (o) v la condicién de flechas nulas en x = o, haciendo
nw nwrx e nrzla
w=w"=38]’l—y A+——-B
a a D

Siendo A v B constantes cualesquiera. Supongamos que y tiene la forma

i

v =X co:@;—?’Ir
a
donde X es una funcién sélo de x, v sustituyendo en (170), se tiene

T
¢ = (Te—=8 mgﬂ
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Siendo en esta ultima expresion

nizt 10
P o Al

v C una constante. Por las ecuaciones (r), tenemos Q; = Q) = 0y las ecuaciones (g)

dan
Q: = — [2B (?j’-)3 e nwzla | (1 = 8_’“8:| sen rry
a a a

y 3 >
Qv [23 (E) e~nTzla Cﬁe‘-‘"ﬂ:l cos _n L4
@ a

Finalmente, las ecuaciones (k) dan las siguientes expresiones para los momentos
que actian a lo largo del borde x = 0,

[

2} 2 2 2 y
(M)zm0 = [—A(l —») + 2B (1 +”';’f) o B ]“"” e
Q@

252 2 2 2
(M,.,),_o=[—.»1(1 23 »)+B(1 —»+g”2"k)+c(—aé- +'i)] Aled on Y
5 a? 5 a? @

Igualando estas expresiones, asi como la expresion de los esfuerzos cortantes

(Q)zmo = — [23 (?‘&—ﬂ')a + CE]sen il 4
a a a

a las respectivas ecuaciones (w), obtendremos un sistema de tres ecuaciones que nos
permiten calcular las constantes desconocidas 4, B y C. De este modo, utilizando la
teoria simplificada de las placas, nos consta que las tres condiciones en el borde
x = 0, se cumplen.

Considerando ahora el borde ¥ = 0, se ve que w se anula a lo largo de los bordes
asi como M, como puede probarse sustituyendo el valor de Q, en la segunda de las
ecuaciones (k).

Otra teoria de las placas que toma en consideracién la deformacién debida al
esfuerzo cortante transversal ha sido adelantada por A. Kromm'. Esta teoria no tiene
en cuenta la contraccién transversal €,, pero en cambio no restringe a una ley lineal,

Snr

o S, O e
0,5qo
e E T T
o
VY, o W,
/ < \\\
(=] hY
0
|
R) R=0,065q02
05qa
-1,0qa
] ! | -1,5qo
Fic. 81

"A. Kromm, Ingr.-Arch., vol. 21, pag. 266, 1953; Z. angew. Math. Mech., vol. 35, pag. 231,
1955.
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la distribucién de las tensiones de flexion a través del espesor de la placa. Aplicando
esta teoria al caso de una placa cuadrada con afh = 20, uniformemente apoyada,
K romm encuentra para los esfuerzos cortantes a lo largo del borde la distribucién que
indica la figura 81. Como comparacién se indican los resultados de la teoria ordinaria
(fig. 63) con las lineas de trazos y las fuerzas R. Se ve que al considerar la deforma-
ci6n transversal debida al esfuerzo cortante, no hay reaccion concentrada en el vértice
de la placa. Las fuerzas negativas correspondientes estin repartidas en una pequefia
porcién de los limites préxima a la esquina y no ejercen sobre éste mds que una
presion finita que actda hacia abajo. Los momentos M, sobre los cuatro bordes de
la placa son nulos en este caso. Puede hallarse ain otra teoria aproximada de 1a
deformacién debida al esfuerzo cortante en una memoria de H. Hencky'.

40. Placué rectangulares de espesor variable®

En la obtencién de las ecuaciones diferenciales del equilibrio de las placas, de
espesor variable, se supone que no hay variacién brusca del espesor, de modo que las
expresiones de los momentos flectores y torsores calculados para las placas de espesor
constante, son validos con suficiente aproximacion también en este caso.

Entonces
LT 9tw o%w tw
M& . —— b 4K = - —_— e
D(Gz* +v6y“) M, D(ﬂy2 +y&y’)
¢
dx dy

(a)
M., = —M,. = D(1 — »)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién del equilibrio de un elemento

[ec. (100), pag. 100]

M, QaﬂMw a*M,
oz dx Yy ay?

= -q (b)

y teniendo en cuenta que la rigidez a flexién ya no es constante sino que varia en
funcién de x e y, se tiene
9

abD aD a
DAaa 2—— A 2— — A
w -+ dr dr w+ dy Y iR

D % 2D ow atD o*w
+AaDAW -1 —»)|— ——2 =g (171)
ar® oy? dr dy dx oy dy? ox?

donde como anteriormente, se emplea la notacion

Consideremos como ejemplo particular de aplicacion de (171) el caso en que la
rigidez a la flexién D, es una funcion lineal de y, expresada de la forma

D =Dy + Dly _ (c)

donde D, y D, son constantes. En este caso (171), toma la forma

a
(Do + Dyy)aAw + 2D, P Aw = q
o bien ¢
Al(Do + Dy) Aw] = ¢ (172)
" Ingr.-Arch., vol. 16, pig. 72, 1947,

; * Este pmblema fue estudiado por R. Gran Olsson, Ingr.-Arch., vol. 5, pag. 363, 1934,
veéase también E. Reissner, 7. Math. and Phys., vol. 16, pag. 43, 1937.
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Consideremos el caso en el que la intensidad de la carga g es proporcional a D.
Tomaremos la flecha de la placa (fig. 82) de la forma:

w=w T W,

v sea w, igual a la flecha de una franja separada de la placa paralela al eje x ¥
soportando una carga de intensidad

D,
q qa( e De y) (d)
Se puede representar esta flecha por una serie trigonométrica
49 (1 - ) Cone -
Zy)a
) Dy 1 mxx  4qent 1 mwrx
wy = ———— —sen—— = 2 —sen—=  (¢)
(Do + Dyy)=® ms a Dy ms a
m=13,5,... m=1435,...
M- - Q ----- >
% v x
b
k-
Y
Fic. 82

Se ve asimismo, por sustitucién, que esta expresion de w, satisface a la ecua-
cién (172). Satisface también las condiciones de contorno w, = 0y ¢°w, [dx* = 0 alo
largo de los bordes apoyados x = 0y x = a.

La flecha w, cumple entonces la ecuaciéon homogénea

A[(Do + Duy) Aw] =0 (f)

Poniendo 7, en forma de serie

mw
wp = E Y. sen— (9)
a

m=13,5,,..

Sustituyendo esta serie en (f), se encuentra que las funciones Y, satisfacen a la
ecuacion diferencial ordinaria:

a7 mir? L, mix?
(‘(,m—g— at )[(Du‘i"Dly)(ym_ P Ym):’ =0 (R)

Utilizando la notacién

Jm = (Do + D) (Y',,'. -k Ym) '?EE = anm @)

a?

se deduce de (h) que
Jm = Ape®n¥ + B %n¥

Entonces de (i) se deduce
Ape%mt 4 Bme *m¥ ;
Y” gl il Yo ——
" Do + D @
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La solucién general de esta ecuacion es
Yo = Cne®¥ + Dye ¥ + gy, (k)

donde g, es una integral particular de (j). Para calcularla se utiliza el método de
Lagrange de variacién de constantes, se supone que g, es de la forma
m = Emeami’ + F,,‘e_“wﬂf a)

donde E,, y F,, son funciones de y.
Se las puede hallar con ayuda de las siguientes ecuaciones':

E;c‘*mv - F,’,,e—“v-w =0
A et + B,,B_am"
E etmty — F g0t e — 1 7
m® ¢ an(Do + Dly)

de ‘donde se deduce
. B = Ap + Bue2®mv
™ 2an(Do + Dy)
o= — A metenv + B,
g 2aem(Do + Diy)

Integrando estas ecuaciones, se tiene:

Am + Bue 2 iy, e

= f 2en(Ds + D) Y " 2an; ° D, Do+ D)
ip,, - e%D;]D. f ° Dy d[2am(Do + Dyy)]
2amD, 2an(Do + Duy)

Anetns + By Be . in 38
= = [ = I @+ D)
_ A T f e D d2an(De + D))

2anD, 2am(Do + Dyy)

Sustituyendo estas expresiones en ([) y (k) y utilizando la notacién®
U —u
e

Ei() =fj Edu E—u) = | = du

se representa ¥, de la forma siguiente

— 20tm
20m y — ET(D.+D]y)E; [2am(DaD+ Dw)]} e
1

Ym =A:.,l]n 'D—l(Do+Diy
— 2atm
Do+ D - —2am(D D
(Do+ D) ln-z’i—(Do-i-Dw}PE.'[ (Do + ly)]}ea,v
Dl Dl

|
4 Cpe@n¥ + Dpeon¥  (m)

" E',, v F', son derivadas con relacién a y de E,, v F,,.

* La integral E,(u) es la llamada integral exponencial v es una funcién tabulada; véase,
por ejemplo, Jahnke-Emde, Tables of Functions, 4.* ed., pigs. 1 v 6, Dover Publications, 1945,
o bien Tables of Sine, Cosine and Exponential Integrals, National Bureau of Standards, Nueva

York, 1940.
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Las cuatro constantes de integracién 4,,, B, , C,, D, se obtienen por las condi-
ciones de contorno a lo largo de los bordes y = 0 e ¥y = b. En el caso de bordes
simplemente apoyados, estas condiciones son

atwp
(w)y—o =0 (6_3;;).,-‘; =(

(‘10)11'-6 =0 (@) =0
ayz y=b

La figura 83 indica los resultados numéricos para una placa cuadrada simplemen-
te apoyada tomando solamente los dos primeros términos de la serie (g)'. Las flechas
y los momentos M, y M, a lo largo de x = a/2 para una placa de espesor.variable,
estin indicados por las lineas continuas, las de trazos indican los mismos valores
calculados para una placa de rigidez a flexion constante D = 1/2(D, + D,b). En el
cdlculo se ha supuesto que Db = 7D, y v = 0,16.

4g,a? , 4q0a’ 4qa*
MY’ 1103 Mx- 115 X: 11'5[}0
01082 0,019 0.0220. —00lE3
(0.0735) 0.0770) 10.0/48) =000
/]
/ /
08676 I |os9zs /[ lozor2 [} - I75
(06800)  JI fozei) 7] [oazze [ |7
;f {! II‘
12683  J) 12711, 03095 | = 0335
(i1521) I (13187) pzs7]] ¥
/

14778 1663 o32m|l -
(15756) (16239 ” 0354 ¥ =L
(15116) | 7613 i 2787\

. 02767 -
(53177 | 58040\ fozse0) ¥ =088

\
\ \ \
12277\ 13965 \\ 01834\ - 0812
(14767) \\ 2o N\, [o2z25) \ |7
\ \ \
02754 \\ 02787 00307
(03510) DITEZ] 0032E] y=0972
Momento M, Momento M, Flecha
Fic. 83

. Finalmente, consideremos el caso en el que el espesor de la placa es una funcién
lineal solo de y y la intensidad de la carga es una funcién cualquiera de y (fig. 82).
Llamando A, al espesor de la placa a lo largo de ¥ = b/2, la rigidez a la flexion
correspondiente serd

ER}

Dy DB o
S 5 ¢ 12l cat)

(n)

' Estos resultados han sido tomados de R. Gran Olsson, op. cit.
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en todo punto de la placa sera

DﬂDo:%; y h=[1+x(%’"-1)]h., ()

donde 1 es una constante cualquiera. De aqui se deduce h = (1 — A)h, paray =0y
h=(1+ i)k, paray = b.

El método' siguiente consistente en introducir 4 como parimetro, es el mds eficaz
para resolver este problema. Considerando la flecha w como funcién de las variables
x, v v A puede ponerse w(x,y,4) en forma de serie potencial

w = i WmA™ (®)

m=0

donde m es un nimero entero y los coeficientes e, son funciones de x e y.
Sustituyendo (o) y (p) en (171) y anulando los coeficientes de las potencias
sucesivas de 4, se obtiene una serie de ecuaciones diferenciales

sa— wo + (2?3" - 1) ﬁdwn]
a
5— Awy + _b- — 1) Adw, (g)

Awo — (1 — ») azw.,]

Adwo = i

Adwy = =3

4
[
4
AAwg = I:E
3
Ib

Se suponen los bordes x = 0 y x = a simplemente apoyados, y reduciremos el
problema al caso de una carga hidrostatica

aay

L Sl ()
Utilizando el método de M. Lévy, se expresa la solucion de las ecuaciones (g) en
la forma
L -3
nrx
wy = Yonsen — (s)
a
n=13,
o«
T
wy = ety
1 1nsen— 0]
n=123
n
Wy = Yon sen—-;- (u)
n=13,...

' Véase H. Favre v B. Gilg, Z. angew. Math. u. Phys., vol. 3, pag. 354, 1952.
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siendo los coeficientes Y, (m = 0, 1, 2, ...) funciones de y. Se puede, finalmente,
representar la carga (r) de una forma andloga, haciendo

= 4&“? _I. Sen?;z._x {f))

xb n a

n=13,...

q

La sustitucién de las expresiones (s) y (¢) en la primera de las ecuaciones (g) nos
permite determinar las funciones Y, siendo las condiciones de contorno Y,, =0,
Yy, = 0 paray = 0 e y = b, si los bordes estin simplemente apoyados. La sustitu-
cién de las expresiones (s) v (£) en la segunda de las ecuaciones (g) da la funcién Y.
De forma anéloga se encuentra cualquier funcién w,, sustituyendo w, w,, ..., W, _,
en la ecuacién del sistema (g) que contiene w,, en el primer miembro. El procedi-
miento es el mismo si los bordes ¥ = 0, b estdn empotrados o libres en lugar de
simplemente apoyados.

4

Myt qoo2 <— My: qp0%<— w:s%c-'- -
.03 !
00 0 003 0 0,003 0
ll /
i l /
! / /
F—o,25 f—p2s f—0.25
/ /
/ /
/
//
050 7 0,50 1 -—050
/| / |
A ! \
\
I ! \
i \
\ 075 1 075 1075
\\ \\
N N
\\"\_‘ N
1,00 1,00 1,00
Momento M, | Momento M, y Flecha y
I a a
Fic. 84

La figura 84 presenta los resultados numéricos obtenidos por H. Favre y B. Gilg'
para las flechas y los momentos flexores a lo largo del eje x = a/2 de una placa
simplemente apoyada con i = 0,2 y » = 0,25 y sometida a una presiéon hidrostiti-
ca (7). Las lineas continuas de la figura corresponden a los resultados obtenidos to-
mando tres términos de la serie (p), mientras que las curvas de trazos resultan de las
primeras aproximaciones.

' Ibid.
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