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Placas sobre cimentacion
elastica

57. Flexion simétrica respecto al centro

Una placa cargada transversalmente puede descansar sobre una cimen-
tacién elastica, como en el caso de una carretera de hormigdn o una pista
de aterrizaje. Comenzaremos el estudio de estos problemas, por la hipotesis
mas sencilla de que la intensidad de la reaccion del terreno de apoyo es
proporcional a las flechas w de la placa. La expresion kw da esta intensidad.
La constante k expresada en kilogramos por centimetro cubico, se llama
médulo de cimentaciéon. El valor numérico del médulo depende en gran parte
de las propiedades del terreno de apoyo; en el caso de una losa de pavimen-
to de gran extension, este valor se puede estimar por medio del diagrama
de la tabla 62'. .

Comenzaremos por el caso de una placa circular sobre la cual la carga
estd repartida simétricamente respecto al centro. Utilizando la ecua-
cién (58), sumaremos — kw, reaccion del terreno, a la carga transversal q.
Asi se llega a la ecuacion diferencial de la placa flexada

d  1d\[fdw , 1dw\ g — kuw
(d_r’ + m) (W + ;d7) = D (178)

! Fundada en la clasificacién de suelos de Casagrande. Esta tabla no puede sustituir
los ensayos de placa de carga. Para mds informacién, véase Trans. Am. Soc. Civ. Engrs., vo-
lumen 113, pag. 901, 1948. Véase también K. Terzaghi, Geotechnique, vol. 5, pag. 297, 1955.
(Harvard Soil Mechanics Series, nim. 51).
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T'AmrA 62
Valores de cimentacion
Médulo k en kg/cm
T 1 T T
3 4 5 ¢ 71891 15 20
Caracteristicas del suelo como cimiento, sub-base o base
Cimiento muy malo Cimiento|  Cimiento de  [Cimientolp, o 1. «\\1_base|BUeNa|Base
malo aceptable a bueno lexcelentd base |opti.

G = Grava P = Mal graduado I Gw_ 1
8 = Arena L = Compresibilidad baja o medi ' GC ]
M = Arena muy fina, limo  H = Compresibilidad alia GP
C = Arcilla GF <
F = Finos, particulas SW

inferiores a 0,1 mm SC
0 = Orgénico P 2
W = Bien graduado - 3
< CH 1 ML
< OH | CL

1 oL
MH i

En el caso particular en que la placa soporta una carga P en su centro’,
g es nulo en toda la superficie de la placa salvo en el centro. Introduciendo
la notacion

DTEF (@

la ecuacién (178) debera ser

@ [ 1d\[dw  ldw B
"(arz+m)(zﬁ+;d—r)+w—° ®)

Puesto que k se expresa en kilogramos por centimetro cibico y D en
kilogramos por centimetro, la cantidad ! tiene la dimensién de una longi-
tud. Para simplificar el estudio posterior, es conveniente introducir varia-
bles adimensionales utilizando las notaciones

g
Entonces (b) debera ser
2 2
ot is) (@ rim)remo @
Utilizando el simbolo 4 para
d? 1d
se escribe do* " zdz
AAz+2=0 ' (e)

! Este problema fue estudiado por H. Hertz, Wiedeymann’s Ann. Phys. u. Chem., vol. 22,
pigina 449, 1884; véase también Gesammelte Werke, vol. 1, pag. 288, 1895, y A. Féppl, Vorle-
sungen iiber technische Mechanik, vol. 5, pag. 103, 1928. Es justo sefialar que las investigaciones
de Hertz corresponden en su mayor parte al problema de una placa flotante mds que al de una
placa sobre cimentacién eldstica. Entonces, en este caso, la hipétesis relativa a la constante &
se sustituye, siendo k& entonces el peso especifico del liquido.
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Esta es una ccuacion diferencial lineal de cuarto orden en la que la
solucion general se escribe en la forma siguiente

z = A1 X(z) + A Xa(x) + A:Xs(@) + AXi(2) )]

donde A,, ..., A, son las constantes de integracion y las funciones X, ...,
X, son cuatro soluciones independientes de la ecuacién (e).

Tratemos ahora de encontrar para (¢) una solucién en forma de serie de
potencias. Sea a,x* un término de esta serie. De donde, derivando,

A(a.z") = n(n — 1az"? 4+ naz"? = nia.z"?

AA(a.z™) = n%*(n — 2)2a,x*

Para cumplir (e), es preciso que cada término a,x" de la serie tenga un
término correspondiente a, ,x** de tal manera que

nin — 2)%a,2"t + apzmt =0 (9)

Teniendo en cuenta esta notacién, todos los términos de la serie se
anulan cuando la serie se sustituye en (e); por consiguiente la serie, si es
convergente, representa una solucién particular de la ecuacién. De la
ecuacion (g) se deduce,

An—4

e O )
Recordando que
AA{ag) = 0 y AA(asz?) =0 (%)
se puede llegar a que hay dos series que cumplen (e), a saber
24 z8
Xi(@) =1 - 22.42+22.42.62.8z
12
v —22.42.62.82.102.122"""
, a8 210 )
Xa(z) = 2* — 4"6’+4"6"8"10’
14

_4"6"8"102'122'142+ cre
Observando las notaciones (¢) se puede ver que para pequefios valores
de la distancia r, es decir para puntos proximos al punto de aplicaciéon de
la carga P, la cantidad x es pequefia y las series () convergen rapidamente.
Se puede ver también que las derivadas sucesivas de las series (j) perma-
necen finitas en el punto de aplicacion de la carga (x = 0). Esto indica que
las series solas no son suficientes para representar las condiciones tensiona-
les en el punto de aplicaciéon de la carga donde, como se ha visto en los
casos estudiados anteriormente, los momentos flectores se hacen infinitos.
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Por esta razon la solucion particular X de la ecuacion (e), se tomara en
la forma

X3=X1 1HIE+F3(.’I:) (k)

donde F,(x) es una funcién de x que puede escribirse también en forma de
serie de potencias. Por derivacion, se encuentra

3
AAX; = %ddi‘;‘ + 1n z AAX, + AAF3(x)
y sustituyendo & por X, en (e), se obtiene
4d3X,

Puesto que X, satisface (¢) y esta representado por la primera de las
series (j), se obtiene, para determinar F,(x) la ecuacion siguiente:

3 . .
AAF ) + Foe) = — S8X (23 4

T dz® T4
6-7-8-x¢ 10-11-12 - 28
+22-42'62'82_22'42'62'82'102'122+ ) 0

Tomando F,(x) en forma de la serie:
Fa(x) = bt + bex® + bppx'? + - - - (m)

y sustituyendo esta serie en (I), se obtienen los coeficientes b,, b, b,,, de tal
manera que se cumpla la ecuacion resultante. Recordando que
AA(b41}4) = 4%.2?2. b4

se encuentra, igualando a cero la suma de los términos que no contengan x,
que

2:3-4
42.92. p, = 4._2—2—-—12_
donde

by = 2-3-4* 3

fT24 40 T8

Igualando a cero la suma de los términos que contienen x*, se obtiene,

by = — 20
s 1769 472

En general, se encuentra

1 n(n — 1)(n — 2
bu = (=" oy [bm + 22(. o 62(. _— ,22]

Asi, la tercera solucidn particular de (e), es

X3=X11nx+—3—:c“ 25

—_— = m8 PR
128 T760472° O
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La cuarta integral particular X, de la ccuacion (¢), se obticne de fa
misma manera tomando

Xi=X: In x+F4(x) = X, In x+4‘1_{).w_6xo
- 44 .64
_ 1 4-5-6 10-9-8 10
102'8"’(4 44'64+442-62---102)x + (0)

Sustituyendo las soluciones particulares (§), (n) y (0) en (f), se obtiene
la solucion general de (e) en la forma siguiente

zt 28
z= A1<1 _22.42+22.42.62.82— s )
. 28 £10
+A2<x2_42.62+42.62.82.102_ C )
xt xz8 3
+A3[(1 _22.42+22.42.62.82— C ) In z + I_2g'v4
25 8 Ce 2 _ _T° zt!
T769 472~ T ]+A‘[<x FERY RV ERY Ry TR 1
_— . 5 ¢ _ 154010
) Ino+ 3356 ™~ 42368 ° T (p)
Quedan por determinar entonces, en cada caso particular, las constantes
de integracion A4,, ..., A, de manera que satisfagan las condiciones de
contorno.

Consideremos el caso en el que el borde de una placa circular de radio a
esta enteramente libre. Utilizando la expresién (52) para los momentos
radiales y la expresion (55) para los esfuerzos cortantes radiales Q,, se
escriben las condiciones de borde

d*w 1dw _
(EF T ;E-‘),_,, =0

d (d*w + 1dw -0 @
a‘(d— T )™

Ademas de estas dos condiciones, tenemos otras dos condiciones validas
en el centro de la placa, a saber, la flecha en el centro debe ser finita y la
suma de los esfuerzos cortantes repartidos sobre la superficie lateral de un
cilindro circular, infinitamente pequefio, situado en el centro de la placa,
debe ser igual a la fuerza concentrada P. De la primera de estas condicio-

nes, resulta que la constante A4, de la solucién general (p), se anula. La
segunda condicion da

2
([ arde)_ +P=0 ()
o bien, utilizando, la notacién (a)
d fd*w | 1dw
—ed (W +1 %L, e+ P =0 (s)
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donde + es ¢l radio del cilindro infinitamente pequefio. Sustituyendo w por
Iz en esta ecuacion y utilizando la expresion (p) de z, se encuentra que para
un valor infinitamente pequefio de x, igual a £/1, la ecuacion se reduce a

—kl4%52m +P=0
de donde se deduce
. P
Ay = il ®

Conociendo los valores de las constantes 4, y A4,, las otras dos constan-
tes A, y A, se obtienen a partir de las ecuaciones (g). Para las dimensiones
dadas de la placa y para médulos dados de la placa y de la cimentacidn,
estas dos ecuaciones se transforman en dos ecuaciones lineales en 4, y A,.

Tenemos, por ejemplo, una placa de radio a = 13 cm y en la que la rigidez es tal

que 4
l \/B 13 cm
= —_— = C
k

Se aplica en el centro, una carga P de forma que
P
= 8aki®
Utilizando el valor de A, y sustituyendo w por [z, se encuentra mediante (p) y
tomando x = afl = 1, que las ecuaciones (q) dan

0,5004; + 0,2504, = 4,0624, = 4,062 - 102 - 107°
0,6874, — 8,4834, = 11,094, = 11,09 - 102 - 10~*

A,

= 10210~

I

De donde
A, = 86104 Ay = —64-108

Sustituyendo estos valores en () y no conservando mas que los términos que
contengan x con una potencia de cuarto orden como méximo, se obtiene la expresion
siguiente de la flecha:

4
w =1z =13[86 - 104 (1 - 2—:—4;) — 64 10—tz 4 102 - 107%2% In x]
La flecha en el centro (x = 0) es entonces
Wmax = 111,8 - 107 cm
y la flecha en el contorno (x = 1) es,
Wmin = 101,7 X 107* cm

La diferencia entre estas dos flechas es comparativamente pequefia y la distribu-
cién de presién sobre la cimentacién difiere muy poco de una distribucién uniforme.
Si se toma el radio de la placa doble (a = 26 cm) con los mismos valores de
rigidez D y k, x deberi ser igual a 2 en el contorno y las ecuaciones (g) se reducirin

0,8264, + 1,9804;
2,6654, — 5,745A,

1,2084,
16,3744
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Estas ccuaciones dan
Ay = 3934, = 400 - 108 Az = —1034, = —105-10"* (w)

La flecha calculada seguin (p) es
= = 4 1 - ——‘ -1 10-% 2 — ——‘
=z = . 5 .

w=lz 13 00 - 10 T 05 - 10 T 57

8 5
o _ 3
+ 102 - 10 5[ln x(x’ 43-6’) +3,45Gx :“

Las flechas en el centro y en el contorno de la placa son respectivamente

Wmax = 5,2 N 10'2 cm y Wmin = 2)3 -10°2 cm

Se ve entonces que si el radio de la placa es doble que [ Ia distribucién de presién
sobre la cimentacién estd lejos de ser uniforme. Se indicari en el apartado 80 la
aplicacién del método de la energia de deformacién, al problema de la flexién de una
placa sobre cimentacién eldstica.

58. Aplicacion de las funciones de Bessel al problema de la placa circular

La solucién general (f) de la ecuacién () del apartado anterior se puede también
expresar mediante las funciones de Bessel. Para ello, introducimos en la ecuacién (e),
una nueva variable & = x /7, se llega asi a la ecuacién

AlA'z — 2z =0 ‘ (@)
en la que 4’ sustituye a
' & 1d
PR
La ecuacién (a) es entonces equivalente a
A'A'z +2) — (A'z+2) =0 )
y también a
AA'z —2) + (A2 —2) =0 (©) ‘

Por consiguiente, la ecuacién (a) se cumple para las soluciones de la ecuacién
diferencial de Bessel

dz 1dz
’ o= e— - — = 0 d
Az 42 d£’+Ed£+z (d)
asi como para las soluciones de la ecuacién
dz 1dz
Az —zg=—— f-= _ ;=
z2—z T ia z2=0 (e)

que se transforma en (d) cuando se sustituye & por 7£. Por consiguiente combinando
(d) y (e), 1a solucién puede escribirse en la forma

z = Bl Vi) + Bulo(zi V3) + B:Koz V3 + BuKo(zi Vi) o

siendo I, y K, respectivamente las funciones de Bessel de primera y segunda especie
y de argumento imaginario, mientras que B,, B,, ... son constantes arbitrarias. Siendo
el argumento x real, todas las funciones de (f) son complejas. Para separar la parte
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real de la solucion, introduciremos otras cuatro funciones utilizadas por primera vez
por lord Kelvin y definidas por las relaciones'.
Iz v/ +1%) mberz £ibeiz @
Ko(z v/ 1) —kerz + ikeiz g
Poniendo ademas
B; 4+ B, = /1 By — B; = —Cqt/l
B; + B( = C(/l B; - B( = —Cﬂ/l
donde las nuevas constantes C,, C,... son reales, se obtiene la expresion siguiente para
las flechas de la placa

w=C,berz + Casbeiz 4+ Cskeiz + Ciker z (k)

Todas estas funciones estin tabuladas® siendo reales para los valores reales del
argumento. :
Para pequefios valores del argumento tenemos:
berz =1 —z¢/64 + - - -
bei z = 23/4 — 2%/2,304 4 - - - @)
kerz=—Inz+1In 2—v+~?/16+ - - - t
kei z —@2/)In z —x/4+ 1+ In2—y)22/4+ - -

donde y = 0,5772157... es la constante de Euler y In 2 — y = 0,11593... Para valores
grandes del argumento tenemos las expresiones asintéticas

ber z al cos ol
~ — ¢ — =
\/-272: 8
e’ x
bei x ~ ——=sen — -
'\/21'1: ( 8) .
ker z e’ 0 + z @
~——=—=cos {0 + =
vV 2z /% 8

kei z e’ sen{ ¢ + z
N m— I 4 —
V2z/x 8

donde ¢ = x/\/i.

La solucién general (k) se utiliza para el estudio de cualquier flexién simétrica de
placa circular con o sin orificio, apoyada sobre cimentacidon eldstica. Las cuatro
constantes C, que corresponden generalmente a cuatro condiciones de contorno,
deberin determinarse en cada caso particular’.

' Véase, por ejemplo, G. N. Watson, Theory of Bessel Functions, pag. 81, Cambridge, 1948.

z Véase «Tables of Bessel Functions %(z) v %i(z) for Complex Arguments», Columbia
University Press, Nueva York, 1943, y «Tables of Bessel Functions Y,(z) and Y)(z) for Com-
plex Arguments», Columbia University Press, Nueva York, 1950. Tenemos:

ber z = Re [Jo(zei™'?)] bei z = — Im [Jo(xeT/4)]
ker z = — 7 Re [Vo(ze'™/4)] —  Im [Jo(ze™™!9)]

kei z = glm [Yo(zei™!)] — gRe [T o(zei™i)]

3 F, Schleicher da varias soluciones particulares de este problema en su libro Kreisplatten
auf elastischer Unterlage, Berlin, 1926, que contiene también las tablas de las funciones Z,(x) =
= ber x, Zy(x) = — bei x, Zs(x) = — (2/n) kei x y Z (x) = — (2/n) ker x asi como las deri-
vadas primeras de éstas. En el apartado 118, se da una tabla abreviada de las funciones Z y
de sus derivadas primeras que estin representadas por el simbolo .

9
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Nos limitaremos al caso de una placa infinitamente grande que SOpOrta uny carga
Gnica P en el punto x - 0. Consideremos entonces las cuatro funciones que forman
la solucién (h), las dos primeras aumentan infinitamente con el argumento, de
acuerdo con las ecuaciones (j); y la funcién ker x se hace infinitamente grande en el
origen, como se puede deducir de las ecuaciones (7). Por consiguiente, poniendo C,
= C, = C, = 0, la solucién (h) se reduce a

w = Cikeiz (k)

Para determinar C, calculamos el esfuerzo cortante [v. ec. (193)] mediante las
ecuaciones (7):
Q=24 (dw ldw) CD(1 =z
" Bdg\ds* " zdz) 1 \s 8

Cuando x decrece, Q, tiende a C,D/Px = C,D|Pr. Por otra parte, al repartir la

carga P uniformemente sobre la circunferencia de radio r, tenemos QO = — P2ar.
Igualando estas dos expresiones obtenidas para Q,, tendremos
P2
C = — [4
s %D 0]

Sustituyendo C, en (k), se encuentra finalmente la solucién completa del pro-
blema de Hertz: P2

2D
y la reaccién correspondiente del terreno de apoyo esti dada por p = kw = wD/,
La figura 131 muestra la variacién de estas magnitudes a lo largo de una seccién

meridiana de la superficie eldstica de la placa, junto con curvas similares obtenidas a
partir de la teoria que se estudiard en el apartado 61.

w= kei z (179)

En el origen, tenemos kei x = — x/4 y la flecha bajo la carga seri
Pl2
mix = o7 1
w, 3D (180)
Para la reaccién del suelo en el mismo punto, obtenemos
_ P
Pmix = 0 (181)

Si tomamos una placa infinitamente grande con las condiciones de rigidez y de
carga supuestas en la pigina 291, la flecha bajo la carga sera -

Pr_ P
Unix = o5 = o = wldy = (3,14)(13)(102 10-%) = 0,042 cm

comparable a 0,052 cm, obtenida para una placa circular finita de radio a — 2.

El reparto de momentos flectores debido a la carga concentrada, estd indicada en
la figura 131 ¢). Se ve que los momentos radiales pasan a ser negativos a una cierta
distancia de la carga, siendo su méximo valor absoluto, del orden de —0,02P. Los
momentos positivos son infinitamente grandes en el origen pero a una distancia
pequefia’ del punto de aplicacién de la carga, se puede calcularlos ficilmente escri-
biendo la funcién kei x en la forma (5). Aplicando las expresiones (52) y (53) a la
férmula (179) se encuentra

P 2!
M.-;[(1+V)(ln 7—7)—%(1—1')]

(182)
P 2
Mc-z;[(l+v)(ln ;——-‘y)+%(l—v):|

! Comparable a la longitud caracteristica [ = ~/ Dik.

10
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0 1 2 3 4 5 6 - r/L°= X0
. 0 " 2’; 3 - r/l=x
! |
0,05 'l .
|
|

Ssow 2 (Sélido elistico)
S P12
S D
/ W2 (Hertz)

0,10 %
0,15

1=1,2411
0,924 —-0,125 (Hertz)
a)
0 1 2 3 4 5 6 ->r/lg=xg
0 /{ 3 2 - r/L =x
i *~p 12 (sélido eléstico)
|
0,05 T 2
i “~~p 5~ (Hertz)
| PP

0,10
015 1=08061¢
01924~ ~0,125 (Hertz)
b)
~M,

02 I
0 {07 3 5 6 °

|
005H “Me

0,10

o=

0,15

c)
Fic. 131

Comparando estas expresiones con (90) y (91) vemos que el estado tensional de
una placa, en las proximidades de la carga en el caso de Hertz, es idéntico al de una
placa circular simplemente apoyada de radio a = 2le”” = 1,123, salvo por el mo-
mento M/ = M, = — P/8a(l — ») que est4 superpuesto a los momentos de la placa
circular.

Consideremos ahora el caso en el que la carga P estd repartida sobre el drea de
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un circulo de radio ¢, pequeno con respecto a Lo Los momentos (Tectores en ol centro
de una placa circular sometida a esta carga, son:

P a
M,=M.=—[(1+v)1n—+1] (m)

4x c
Esto resulta de la ecuacién (83), si despreciamos el término ¢*/a® con respecto a

la unidad. Sustituyendo a = 2le™" en (m) y afiadiendo —P[8n(1 — »), obtenemos el
centro del circulo cargado de la placa infinitamente grande, los momentos:

. (1 4wP 2 1
Mmax = 4 (ln ; -y + 5) (n)
o bien
Muie = 3 F0F (ln Ly 0,616) (183)
4x c

En el caso de una carga muy concentrada, las tensiones que resultan de (183)
deben corregirse mediante la teoria de las placas gruesas. La férmula para esta tensién
corregida se da en la pdgina 302.

En el caso de una carga uniformemente repartida sobre el drea de un pequeiio
rectdngulo, se puede operar como se indicé en el apartado 37. En particular, el
equivalente de un drea cuadrada es un circulo de radio ¢ = 0,57u, siendo u la longitud
del lado del cuadrado (v. pag. 185). Sustituyendo ¢ por su valor en (183), se encuen-
tra:

Moo = =2 p (ln Lo 1,177) ©)
4 u

v

Se puede calcular la influencia de cualquier sistema de cargas concentradas, sobre
las flechas de las placas infinitas, sumando separadamente las flechas debidas a cada
carga.

59. Placas rectangulares y placas continuas sobre cimentacion elastica

Un ejemplo de placa apoyada sobre un suelo elastico y al mismo tiempo,
sobre un contorno rectangular se indica en la figura 132 que representa una
viga de seccién transversal rectangular vacia, comprimida sobre una cimen-

t—--q ~—>f '

Al
0 —*—x
Dy
_______ ¥
Yy
P P

Fic. 132

12
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tacion elastica por lus cargas 2. La placa inferior de la viga, cargada por s
reacciones elasticas del suelo, esti soportada por los lados verticales de la
viga vacia y por los diafragmas transversales representados por las lineas de
trazos de la figura. Se supone de nuevo que la intensidap de la reaccion p,
en un punto cualquiera de esta placa inferior es proporcional a la flecha w
en este mismo punto y asi p = kw, siendo k& el médulo de cimentacién.

Debido a esta hipotesis, la ecuacién en derivadas parciales de la flecha
en coordenadas rectangulares, se escribe:

y_w+2_‘?4_l"_+94i"=l_@ (a)
axt ar’dy? ' oyt D D
donde ¢, es la carga transversal.

Comencemos por el caso de la figura 132. Si w, representa la flecha en
los bordes de la placa inferior y @ la flecha de esta placa con respecto al
plano de su contorno, la intensidad de la reaccién de la cimentacién, en un
punto cualquiera, es k(w, — @) y la ecuaciéon (a) debera ser,

k
Adw = & (wo — w) (b)
Dispongamos los ejes de coordenadas como indica la figura y suponga-

mos que los bordes de la placa, paralelos al eje y, estan simplemente
apoyados, y los otros dos empotrados, las condiciones de contorno son

o%w
(w)z=0.3=a =0 (%{)x=0,z=a =0 (C)
. ow
W)y =0 — =0
(W) ymibs2 (ay>y=ib/2 (d)
La flecha w se puede escribir en forma de una serie:
© mnrx
4kw, sen a mmrx
v =D N Tnsen™ @
m=135... "\ g4 + D m=135,...

La primera serie del segundo miembro es una solucién particular de la
ecuacion (b), que representa la flecha de una franja, simplemente apoyada,
descansando sobre una cimentacién elastica. La segunda serie es solucién
de la ecuacién homogénea

saw+Ew =0 )

Por consiguiente, las funciones Y,, deberan satisfacer la ecuacién dife-
rencial ordinaria:

22 4.4 k
Y}..V—2”‘a—§'Y,';+(ma1'+5)Ym=o ®)

13
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Utihzando las notaciones
mr _ k e
T =N (h)
28 = Viun t M Fun 23 = Ve M -l @

y tomando el resultado de (g) de la forma ¢?, se obtiene para r las cuatro
raices siguientes:

B8+t -8 + iy B8 — iy -8 — iy

Las cuatro soluciones independientes, particulares de la ecuacién (g)
son:

I CoS Ymy  €PVCOSYmY € VsenTmY € PVsentmy (J)
que pueden también escribirse

ch B,y cos yny sh B,y cos yn,y ®
ch By sen y,,y sh 8,y sen y,y

Se llega, por simetria, a que en nuestro caso, Y,, es una funcién par
de y. Por consiguiente, utilizando las integrales (k) se obtiene

Y, = A, ch g,y cos v,y + B, sh 8,y sen v,y
y la flecha de la placa es

L]

mrz | 4kw, 1

w= "a | D m41r4+k>

m 4
m=13,5,... a D
+ A, ch vy cos yny + By sh 8,y sen yuy )

Esta expresion satisface las condiciones de contorno (¢). Para cumplir
las condiciones (d), deben escogerse las constantes 4,, y B,, de forma que
satisfagan las ecuaciones

4kw, 1 + A, ch ﬁmb cos '}’mb

Dx (mw k) 2 2
m\~e TD
a D
+ B h ﬂmb ‘)/mb 0
m S sen =
7 Sen T (m)
mb mb
(AmBm + Brym) sh p cos -
mb mb
- (Am'}/m - Bmﬂm) Ch ﬁz sen 4 = 0

Sustituyendo estos valores de 4, y B, en (l), se obtiene la flecha
buscada de la placa. )

El problema de la placa con los bordes simplemente apoyados se resuel-
ve utilizando la ecuacién (a). Tomemos los ejes de coordenadas como en la
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figura 59 (pag. 126) y utilicemon lux soluciones de Navier, o flechs de o

placa sera .
w = 2 2 Apn nent "%!sen ng (n)

mm]l ne

De la misma manera, la serie
. ™ ™
mw2 nx
Gmn S€N — = SEN nry (0)

b

)
Il

m=1 n=1

representa la distribucién de la carga dada, y la serie

z Z kA pasen —Lx se n’ﬁl:il (»)

representa la reaccién del terreno de asiento. Sustituyendo la serie (n) en
el primer miembro y las series (0) v (p) en el segundo miembro de (a), se
obtiene

Amn = 20"”" 2\ 2 ) (Q)
m
7D ( + ) + k

Consideremos, por ejemplo, la flexién de una placa solicitada por una
fuerza P concentrada en un punto cualquiera (&,%). En este caso

Cmn = o sen “a sen —— (r)

segin la ecuacién (b) de la pagina 133. Sustituyendo (g) y (r) en (n), se
obtiene finalmente

nxy
sen & sen —
b mmx nry
2>2 = sen ——sen —= (s)
2

Conociendo la flecha de la placa debida a una fuerza concentrada, la
flecha producida por una carga transversal cualquiera se obtiene por el
método de superposicién. Tomemos, por ejemplo, el caso de una carga
uniformemente repartida de intensidad g. Sustituyendo P por g d¢ dn en (s)
e integrando entre 0 y a, 0 y b, tendremos

© mrx nx

ad sen —— sen —=2
mn[r‘D(%+%) +k]

m=1.3,5,... n=13,5,...
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Cuando & es sgual o cero, esta flecha se reduce a la dada por la solucion
de Navier (131) para una placa uniformemente cargada’.

Consideremos el caso de la figura 133. Una placa grande apoyada sobre
una cimentacién elastica esta sometida a cargas P en puntos equidistantes
a lo largo del eje® «x.

Fic. 133.

Se dispondran los ejes de coordenadas como indica la figura y se
utilizara la ecuacién (f) puesto que no hay carga repartida. Tomemos una
solucién de esta ecuacién de la forma

L2

w = wo + 2 Y,,,cos’—nalaz (u)

m=248,...

en la que el primer término

we = LA
2 V2ak V2

representa la flecha de una franja de longitud infinita, de ancho unidad,
paralela al eje y, cargada en y = 0 por la carga Pla [v. ec. (283), pag. 510].
Los otros términos de la serie han de cumplir la condicién de simetria, de
que la tangente a la deformada en la direccién de las x tenga una pendiente
nula en los puntos de aplicaciéon de las cargas y en los puntos equidistantes
de los mismos. Se toma para las funciones Y, las de las integrales particu-
lares (j) que se anulan para valores infinitos de y. Por consiguiente

e~ M/V2 (cos % 4 sen M)

Yn = Ane Y cos Ymly + Bue ™ sen ymy

Para cumplir la condicién de simetria (Ow/oy), . , = O se debe tomar
en esta expresion

B, = BmAm
Tm

! H. ]. Fletcher y C. J. Thorne, ¥. Appl. Mechanics, vol. 19, pag. 361, 1952, han estu-
diado el caso de una placa rectangular con flechas y momentos aplicados sobre dos bordes
opuestos y diversas condiciones en el contorno en los otros dos. En este estudio se dan nu-
merosas curvas.

* H. M. Westergaard ha estudiado este problema; véase Ingenigren, vol. 32, pag. 513, 1923.
Westergaard ha estudiado también las aplicaciones practicas de la solucién de este problema
para la construccién de losas de pavimento de hormigén, véase Public Roads, vol. 7, pag. 25,
1926; vol. 10, pag. 65, 1929, y vol. 14, pig. 185, 1933.
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Por consiguiente, introduciendo las nuevas constantes A, A7, e
representan las flechas (1) de la forma siguiente:

mrz
w=wo + Al cos —~ €8 (Y COS YmY + Bmsenymy) (V)
m=2486,...

Para calcular las constantes 4, en funcién del valor de las cargas P,
consideremos el esfuerzo cortante O, que actia a lo largo de la seccién
normal de la placa segin el eje x. Se llega, por simetria, a que Q, se anula
en todos los puntos salvo en los de aplicaciéon de P, donde los esfuerzos
cortantes dan una resultante igual a — P/2. Se ha demostrado, en el estudio
de una distribucion semejante de esfuerzos cortantes (ap. 54, pag. 272) que
estos esfuerzos pueden ponerse en la forma

L]
Q=—-5-= (—1)™'2 cos m___:x
m=24,6,...

El esfuerzo cortante, calculado a partir de (v), es

o (0w | oW
Q= -5 (5 + e

N ’ 2 2 mrz
- 7 2a 2D z AmBm'Ym(ﬂm + 7m) co8 a

m=24,86,...

Identificando las dos expresiones de ésfuerzos cortantes, tendremos
_ P(—1)m2
2aDBm7m(ﬂ12u + 'Yfzn)

donde, utilizando las notaciones (7)

AI

4 - P(=Dm
™ aDN VAL F pt
Sustituyendo en (v), se obtiene finalmente
P N (=D
w=w —— —_—— T e Bmy
o + ok VL cos — —¢ (Ym COS Ymy
m=24,6,,.. »
+ B senymy) (w)

La flecha maxima se sitGa evidentemente bajo las cargas P y se obtiene
sustituyendo x = a/2, y = 0 en (w), de donde '

‘ P P X Yo
mix = o N S - 184
» 2v2ak + ek Z VN h (184)

m=248,...
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En el caso particular de una carga P aislada, que actGa sobre una placa
infinita, la flecha se obtiene poniendo a = % en (184). En este caso, el
primer término de la formula se anula y utilizando (), tendremos

o = P2 2_7\/\/>\4+u,‘,,-y,2,.
"2 V2 wk a A A

m=246,...
_ Py - /\/k“+u4—u2d
V2 rk 0 A A pt #

1
2u Vur + 1

Py’ f”L du_ _ PN
2427k Jo V21 +ut 8k

de acuerdo con la ecuacién (180). Con ayuda de este valor de la flecha, la
presién maxima sobre la cimentacién elastica, es

P P |k
(Pmax = *max = 8 5 J% (186)

La tension de traccién méaxima se produce en la cara inferior de la placa
debajo de la carga. La teoria anterior da un valor infinito al momento
flector en este punto y se debe recurrir a la teoria de las placas gruesas
(v. ap. 26). En el estudio mencionado de Westergaard, se da la expresion
siguiente para el calculo de la tensién de traccién maxima, en la cara
inferior de la placa, establecida mediante la teoria de las placas gruesas:

P En?
(@ )msx = 0,275(1 + ) 35 log Tp7 @)

Utilizando la relacién
u?
X—z =
se encuentra

(185)

Wmax =

En esta ecuacién h representa el espesor de la placa y

b V' 1,6¢% 4+ h%? — 0,675h cuando ¢ < 1,724h
=¢ cuando ¢ > 1,724h

donde ¢ es el radio del circulo sobre el que la carga P se supone uniforme-
mente repartida. Para ¢ = 0, estaremos en el caso de una fuerza concen-
trada.

Para un area cuadrada cargada, de lado u, se sustituye ¢ por 0,57 u (v.
pag. 185).

El caso de cargas equidistantes P, aplicadas a lo largo del borde de una
placa semiinfinita puede tratarse de forma parecida (v. fig. 134). La férmu-
la definitiva para la tensién de traccién maxima, en la cara inferior de la
placa, bajo la carga, para a muy grande, es

(O2Imax = 0,529(1 + 0,54) h-’i[ log (%‘;) - 0,71] )

18
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donde b se caleula como en el caso anterior y ¢ es el radio del area semi-
circular sobre la que P se supone que esta uniformemente repartida. Las
formulas (x) e (¥) son muy Gtiles para proyectar carreteras de hormigén, en

este caso, el circulo de radio ¢ representa la superficie de contacto del
neumatico con la carretera’.

60. Placa cargada con filas de columnas equidistantes

Como ultimo ejemplo consideremos una placa infinita apoyada sobre cimentacién
eldstica que soporta cargas iguales y equidistantes P, uniformemente repartida cada
una de ellas sobre una superficie rectangular 4 por v, como indica la figura 135. La
flexién de tal «forjado-invertido» puede tratarse mediante la solucién de Westergaard
ya estudiada utilizando una serie sencilla®

& W

a
>ioy
% 0 : !
>jed
o]
y.-’l \\E
2 2 a

v

fmmmm = = == - —— Q----

N
NN

Fic. 135

Mucho mis sencilla y también mds adecuada, salvo para el caso de cargas fuer-

temente concentradas, es sin embargo la solucién en serie doble por el método de
Navier.

! El problema de distribucién de tensiones en las proximidades de una carga aplicada
en la esquina de una placa atin no ha sido resuelto con el mismo grado de seguridad que los
problemas vistos. Varias férmulas empiricas y semiempiricas respecto a este caso pueden en-
contrarse en Concrete Pavement Design, pag. 79, Portland Cement Association, Chicago, 1951.
Importantes resultados experimentales sobre este problema han sido obtenidos por M. Dantu,
Ann. ponts et chaussées, vol. 122, pag. 337, 1952. Véase también L. D. Black, Trans. Eng. Inst.
Canada, vol. 2, pag. 129, 1958, y D. E. Nevel, ibid., pig. 132.

t Véase W. Miiller, Ingr.-Arch., vol. 20, pag. 278, 1952, y Osterr. Ingr.-Arch., vol. 6, pa-
gina 404, 1952, )
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Las condiciones de simetria nos llevan a representar la cargn transversal debida
a las columnas mediante una serie de cosenos
L] L]

2mwz 2nxy
cos —2

<
1

Amn COS

(a)
m=0n=0
La intensidad de la carga dada es igual a P/uv dentro de los rectingulos rayados
en la figura 135 y cero en el resto. Asi procediendo de la forma ordinaria, es decir,
multiplicando la ecuacién (a) por cos 2mnx/a cos 2nmy[b dx dy e integrando entre los
limites —a/2, +a/2 respecto a x y —bf2, +b/2 respecto a y, tenemos

m
Amn = ———sen ——sen — (®)
a

donde

emn =1 para m #0,n =0

emn =% para m=0,n # 0 o m=0,n=0
+ para m=n=0

€mn

En el caso particular de m = 0 0 n = O el coeficiente se obtiene ficilmente como
limite de la expresién (b).
Ahora segin la ecuacién (a) tomamos para las flechas la serie

0 o

2muz 2nwy
cos b (©)

w = Ay COS

m=0n=0

y la relacién entre los coeficientes a,,, y A4, se establece ficilmente por el mismo
razonamiento que antes (v. pag. 299). Asi, utilizando la notacién

_ 2mx _ 2nw 2 _ 2 P
am =~ Bn = 3 Ymn = o + 8, (@
obtenemos
A — am'l
"= Dk (@

Sustituyéndola en la serie (¢) y teniendo en cuenta la ecuacidon (b) tenemos el
resultado final'.

2. & sen 7_"_@5 i
Y 4P €mn a en b €08 anm COS Bay
. mn(Dre + F) 2

m=0 n=0

Ahora los momentos flectores de la placa se obtienen por derivacién como
ordinariamente y la distribucién de presiones de la placa sobre el terreno se halla
multiplicando la expresion (f) por el médulo k.

El caso particular & = 0 corresponde a una reaccién del cimiento uniformemente
repartida, es decir el caso de «forjado invertido» con una carga uniforme g = P/ab.
Se ve en la ecuacién (f) que la introduccién del médulo tiende a reducir las flechas y
también los momentos flectores de la placa.

El caso de una placa rectangular de dimensiones finitas apoyada sobre cimenta-
cién eldstica y sometida a la accién de carga concentrada ha sido estudiado por
H. Happel®. El método de Ritz (v. pig. 375) se ha utilizado para determinar las

' Debida a V. Lewe, Bauingenieur, vol. 3, pag. 453, 1923.
* Math. Z., vol. 6, pag. 203, 1920. Véase también, Bautechnik. vol. 26, pag. 181, 1949,
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flechas de esta placy, y se ha demostrado, en ¢l ¢jemplo particular de placa cuadrada
cargada en el centro, que la serie que da la flecha converge riapidamente y la flecha
puede calcularse con aproximacién suficiente tomando Gnicamente unos pocos pri-
meros términos de la serie’.

61. Flexion de placas apoyadas sobre un solido elastico semiinfinito

Hasta aqui, se ha supuesto que el asiento'del cimiento en cualquier punto es
proporcional a la presién entre la placa y el cimiento en ese mismo punto y en
consecuencia independiente de la presién en cualquier otro punto. Esto es correcto
en el caso de placa flotante considerada por Hertz (v. pag. 287), pero en el caso de
cimiento cohesivo tal hipétesis se aproxima sélo groseramente al comportamiento real
del cimiento; puede obtenerse algunas veces una mejor aproximacion a partir de las
siguientes hipétesis:

1. El cimiento tiene las propiedades de un cuerpo eldstico semiinfinito.
2. La placa se apoya en el terreno sin rozamiento.

3. Existe contacto perfecto entre la placa y el terreno incluso para presiones
negativas.

Esta dltima hipétesis parece arbitraria, sin embargo una presién negativa entre
placa y terreno queda realmente mds o menos compensada por el peso propio de la
placa. :

Las propiedades elasticas de la cimentacién eldstica pueden caracterizarse, si se
admite la isotropia, por un médulo de Young E, y un coeficiente de Poisson »,. En
la tabla 63 pueden verse los valores numéricos aproximados® de estas constantes que

dependen de la naturaleza del cimiento y hallados por ensayos dinamicos; junto a -

ellos se dan los valores de la constante

E,
ko = =0 a
* T 21— ) . (@)
usada en lo siguiente.
TaBLA 63
Valores de las constantes eldsticas segin la naturaleza de la cimentacién
Terreno E,, kgf/cm? # ko, kgf/cm®
Arcilla . . . . . . . . .00 800 0,17 410
Loes yoarcilla . . . . . . . . .. 900 0,42 550
Arena media e 1000-1300 0,33-0,23 550-690
Arena y grava e e e e e 2800 0,31 1540
Arcilla plistica lidsica . . . . . . 2700 0,44 1650
Cal (apagada al aire) . 11 500-13 300 0,32-0,38 6440-7700
Roca caliza . . . . . . . . . .. 112 000 0,26 60 000

Nos limitaremos a considerar el caso de placa infinitamente grande, en estado de
simetria axial. Utilizando coordenadas polares 7, 6, podemos escribir la ecuacién de
la placa en la forma i

Daaw(r) = g(r) — p(r) ®)

en la que p(r) representa la carga dada y p(r) la reaccién del cimiento.

' El problema de una placa cuadrada sobre cimentacién eldstica ha sido estudiado también
experimentalmente; véase la memoria de J. Vint y W. N. Elgood, Phil. Mag., serie 7, vol. 19,
pagina 1, 1935; y la de G. Murphy, Jowa State Coll. Eng. Expt. Sta. Bull., 135, 1937.

* Debidos a E. Schultze y H. Muhs, «Bodenuntersuchungen fiir Ingenieur bauten»,
Berlin, 1950. Véase también Veriffentl. Degebo, Fasciculo 4, pag. 37, 1936.
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Sen Ky(r,o,0) I flecha en el punto (r,0) del cimiento debida a la carga normal
unidad aplicada en el punto (p,¢). La forma de la «funcion de influencia» depende
exclusivamente de la naturaleza del cimiento. Utilizando las propiedades de las
funciones de Bessel puede demostrarse’ que la ecuacién (b) se satisface siendo

/ © Q(a) K () o(ar)ex dax
w(r) = o

1 + Da*K(a) ©

En la ecuacién (¢) ¥, representa la funcién de Bessel de orden cero; el término
dependiente de la naturaleza del terreno es

K@ = [ 2roKo(e)olas) ds @
en el que la forma de K, estd definida por
Ky(s) = Ko[(r® + p® — 2rp cos ¢)}]
siendo s la distancia entre los puntos (r,0) y (g,¢). Finalmente
Qe = [7 2@ o(anlo do @
es el término que depende de la intensidad g(¢) de la carga simétrica para r = .

En el caso particular de una carga P uniformemente repartida en una circunfe-
rencia de radio ¢, tenemos

Q) = 3 Jofa) 0

En el caso de la carga P uniformemente repartida en el circulo interior a esa
circunferencia la ecuacién (e) da

p
Q) = roa 1) @

donde la funcién de Bessel es de primer orden. Finalmente, cuando la carga esta
concentrada en el origen (p = 0), de la ecuacién (f) obtenemos

p
Qo) = o (®)

En cuanto a la distribucién de las reacciones, la correspondiente funcién p(r) se
obtiene de la ecuacién (b), sustituyendo previamente el término

1 = [[7 Qe i(er)a da @

en funcién de su transformada de Fourier-Bessel (¢). Asi obtenemos
* Q(a)J o(ar)a da .
p(r) = /; 1+ Da'K(a) @)

Consideremos ahora dos casos particulares respecto a la naturaleza fisica del
terreno. Para una placa flotante (ap. 57) la funcién de influencia K,(s) se anula en
todo punto excepto en s = 0, donde se aplica la fuerza unidad. En cuanto a la
ecuacién (d) la funcion Ko(a) debe ser entonces constante. Para obtener de la ecua-

! La solucién del problema en su forma mds general se debe a D. L. Holl, Proc. Fifth
Intern. Congr. Appl. Mech., Cambridge, Mass., 1938.
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c1on () la expresion w(r) PNk, de acuerdo con la definicion del modulo, debemos
tomar K (a) = 1/k. Empleando la notacién anterior * = DJk (péag. 287), obtenemos

de la ecuacién (c) la expresion
1 [® Qa)Jo(ar)a da
w(r) = 3 / T T s (k)
que satisface la ecuacién diferencial (178) de la placa flotante.
En el caso de un medio is6tropo semiinfinito, tenemos segin Boussinesq!
K,(s) = (1 — +*)/nEs y por la ecuacién (d), K(a) = 2(1 — »,)?/E,a, o bien

1
K(a) = (l—c;;)

donde k, es la constante eldstica definida por la ecuacién (a). Escribiendo para
abreviar

b B _1 ®

obtenemos finalmente la solucién (c) en la forma més especifica®.
1 ® Q(a)Jolar) da
wlr) =& ﬁ o - (m)

En el caso particular de una carga concentrada en el origen, las expresiones (X)

Y(h)dan o
J E dx
w = L0 A\

2D Jo 14w (187)
donde 4 = al,. Ademas la flecha en el punto de aplicacién de la carga es
P [ ax PEA/3 PI
Windx = ZrD/(; 1+2x_ oD 0,192—5 (188)

frente al resultado 0,125PZ/D de Hertz. El reparto de presiones se obtiene ficilmente
de la expresién general (j). Tenemos para un punto cualquiera

° Ar
L Jo (-l;) N dA
P=o Jo 1+ (189)

y en especial en el punto de aplicacién de la carga

o0

Lz/’ Aar P \2/5 — 01922 (190)
2nly Jo 1 + A% 9l I

frente al valor 0,125P/P obtenido por Hertz. Si suponemos los mismos valores de
W4, €N ambos casos la férmula (190) da un valor de p,,, que es 2,37 veces mayor
que el de la formula de Hertz (181). En tal caso debe ser [ = 1,241/, y en la figu-
ra 131 a) se dan las curvas de las flechas correspondientes calculadas segin las
ecuaciones (179) y (187). La figura 131 b) muestra en forma andloga la variacién de
la presién; en este caso, para obtener valores iguales de p, ., segan las dos férmulas,
debe tomarse [ = 0,806/,

! Véase, por ejemplo, S. Timoshenko y J. N. Goodier, Theory of Elasticity, 2.2 ed., pi-
gina 365, Nueva York, 1951.

* Respecto a este resultado, véase también S. Woinowsky-Krieger, Ingr.-Arch., vol. 3,
pagina 250, 1932, y vol. 17, pdg. 142, 1949; K. Marguerre, Z. angew. Math. Mech., vol. 17,
pagina 229, 1937; A. H. A. Hogg, Phil. Mag., vol. 25, pag. 576, 1938.

Pmax =
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Puede demostrarse finalmente, que el valor de los momentos flectores en la
proximidad de la carga concentrada tiene la misma expresiéon para ambos tipos de
cimentacion si se utiliza la variable adimensional x = r/l y x = r/l; respectivamente.
Deducimos de eilo que la expresién (183) de los momentos flectores puede utilizarse
también para una placa apoyada sobre un medio elastico isétropo si sustituimos [/
por . Procediendo de esta forma con la férmula de la tensién mdxima de Wester-
gaard (x) (pag. 302), llegamos a la formula

Pl En?
Onix = 0,366(1 + ») e [ log (r.b”) - 0,266] (n)

en la que k, estd dada por la ecuacion (a) y b tiene el mismo valor que en la pagina 302.

El problema de la flexién de una placa finita circular, lleva a un sistema infinito
de ecuaciones lineales para determinar los coeficientes de la serie que da las flechas
de la placa'.

Podria considerarse también el uso del método de diferencias finitas para tratar
el problema de placas circulares finitas>

Se han estudiado también la flexién de una placa infinita apoyada sobre una capa
elastica, que queda a su vez sobre una base perfectamente rigida® y el problema de
una losa de pavimento semiinfinita”.

Las tensiones debidas a cargas superficiales fuertemente concentradas han de
corregirse de acuerdo con la teoria de placas gruesas. Independientemente se ha
desarrollado una teoria especial de placas gruesas soportadas elasticamente’.

! Véase H. Borowicka, Ingr.-Arch., vol. 10, pig. 113, 1939; A. G. Ishkova, Doklady
Akad. Nauk S.S.S.R., vol. 56, pag. 129, 1947; G. Pickett y F. J. McCormick, Proc. First
U.S. Natl. Congr. Appl. Mech., pag. 331, Chicago, 1951. El efecto de la elevacién de la parte
exterior de la placa sometida a carga central ha sido estudiado por H. Jung, Ingr.-Arch., vo-
lumen 20, pag. 8, 1952. Respecto a flexion de placas rectangulares, véase M. I. Gorbounov-
Posadov, Priklad. Math. Mekhan., vol. 4, pag. 68, 1940.

2 A. Habel, Bauingenieur, vol. 18, pag. 188, 1937; para la aplicacién a placas rectangulares,
véase G. Pickett, W. C. Janes, M. E. Raville y F. J. McCormick, Kansas State Coll. Eng.
Expt. Sta. Bull., 65, 1951.

* A. H. A. Hogg, Phil. Mag., vol. 35, pag. 265, 1944,

' G. Pickett y S. Badaruddin, Proc. Ninth Intern. Congr. Appl. Mech., vol. 6, pag. 396,
Bruselas, 1957.

> El primer estudio del comportamiento estitico y dindmico de estas placas se debe a
K. Marguerre, Ingr.-Arch., vol. 4, pag. 332, 1933. Véase también 1. Szabé, Ingr.-Arch., vo-
lumen 19, pigs. 128 y 342, 1951; Z.*angew. Math. Mech., vol. 32, pag. 145, 1952. Respecto
a la aplicacién de la teoria de E. Reissner, véase P. M. Naghdi y J. C. Rowley, Proc. First
Midwest Conf. Solid. Mech. (Univ. Illinots), pag. 119, 1953, y D. Frederick, . Appl. Mechanics,
volumen 23, pig. 195, 1956.
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