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10

Meétodos especiales y aproximados
en la teoria de placas

75. Singularidades en la flexion de placas

Se dice que el estado tensional de una placa presenta una singularidad
en un punto' (x,,y,) si alguna de las tensiones en ese punto se hace infini-
tamente grande. De las expresiones (101), (102) y (108) de los momentos y
estuerzos cortantes se deduce que no se producen singularidades mientras
la flecha w(x,y) v sus derivadas hasta la de cuarto orden sean funciones
continuas de x e y.

Se producen ordinariamente singularidades en los puntos de aplicacién
de fuerzas o momentos concentrados. En algunos casos se pueden presentar
singularidades en las esquinas de la placa, debidas a las reacciones, inde-
pendientemente de la forma de reparto de las cargas.

Para lo que sigué tomemos como origen de coordenadas el punto de la
placa en que se presenta la singularidad. Las expresiones dadas antes por
la flecha dan (después de las derivaciones oportunas) tensiones que son
grandes en comparacién con las tensiones producidas por cargas aplicadas
en otros puntos o por los esfuerzos de borde, siempre que x e y sean
pequefias.

Fuerza aislada en un punto interior de una placa

Si la distancia del punto considerado al contorno y ‘a otras cargas
concentradas es bastante grande, tenemos aproximadamente un estado de

! Mis exactamente, en un punto (%, ¥, 2).
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simetrin axial en torno a la carga concentrada P. In consecuencia, el
esfuerzo cortante radial a una distancia r de la carga P es

P
2mr

Qr:"_

Observando la expresion (193) de Q, podemos verificar facilmente que
la flecha correspondiente esta dada por

P
o’ I (206)

Wy =

en la que a es una longitud arbitraria. El término correspondiente #* In a
da tensiones despreciables cuando la relacion rfa permanece pequefia.

Momento aislado en un punio interior de una placa

Apliquemos una fuerza aislada — M, /Ax en el origen y una fuerza
aislada +M,/Ax en el punto (— Ax, 0), suponiendo que M, es un momento
conocido. Segun los resultados anteriores [ec. (206)] la flecha debida a la
accion combinada de ambas fuerzas es

_M @Aty (@ An) + g

" 8D Ax s @

g xh eyt (z% + y2)}
a

ol i

Fic. 168

Cuando Ax tiende a cero, obtenemos el caso de un momento M, con-
centrado en el origen [fig. 168 a)] v la flecha es

= lim [w] ek y_l gtﬂ’
wy = lim [wlazme = 5 2
donde w, es la flecha dada por la expresién (206). Verificando la derivacién,
obtenemos
M,x( x4 4t )
= 1 +1 b
i 82D\ a )
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L accion de una fuerza transversal o de un momento en un punto del borde

hbre!.

Fuerza aislada que actiia en un punto préximo a un borde empotrado (fig. 170)

La flecha de una placa cantilever semiinfinita cargada con una carga
concentrada P en un puntg (£,1) esta dada por la expresion

P (x 4

= Lane — i

W = ——|dxt — ¥ In
162D

donde r{ = (x — &)° + (v

= } (d)
L

1)®. Nos limitaremos a considerar el momen-

to de empotramiento en el origen. Derivando la expresion (d) se obtiene

P
M1=—;0082(p

(209)

en x = y = 0, siempre que { y 4 no se anulen simultaneamente. Se ve que
en general el momento de empotramiento M, depende Gnicamente de la
relacion /£, Sin embargo, si § = 4 = 0, el momento M, se anula, y asi
queda probado que la funcion M, (&,),) es discontinua en el origen.

i 7

09 "ﬁD

Fis. 170

Caracter parecido tiene la accién de una carga cerca de un borde rigido
o elasticamente empotrado, independientemente de la forma de apoyo de
la placa en otros puntos. Esto lleva también a la forma caracteristica de las
superficies de influencia dibujadas para momentos en el contorno de placas
empotradas o continuas sobre este contorno (figs. 171 v 173).

Para esfuerzos cortantes o reacciones, que actilen en x = y = 0 obte-

nemos de forma similar en la figura 170

Q. = 2P ost ¢

or

donde ¥* = £ + )2

(210)

' Véase A. Nadai, +Elastische Plattens, pdg. 203, Berlin, 1925.
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Superficie de influencia del momento de borde de una placa circular empotrada' (fig. 171)

Representando la flecha (197), pdgina 321, en la forma w = PK(x,0,£,0), pode-
mos considerar K como funcién de influencia de la flecha en un punto (x,0) siendo
(£,8) la posicién instantdinea de la carga unidad. Para calcular el momento de borde
M_en x = rla = 1, y = 0 debemos notar que en la expresioén correspondiente de las
(192) a lo largo del borde empotrado x = 1 se anulan todos los términos excepto el
siguiente, que da

2 —_ 23
M,=—-D;(£) ioitakes St o &
a\ az? J., dr 2 — 2Fcos 0 + 1

Utilicemos la notacion abreviada ¢* — 2¢ cos 6 + 1 = 4? e introduzcamos el
dngulo ¢ [fig. 171 a)l. Tenemos £ =1 — 2y cos ¢ + 1*y

1
M, = —Eﬂﬁcasﬁﬁ—n}’

que para valores despreciables de 1 coincide con la expresion (209). La superficie de
influencia del momento M, estd representada en la figura 171 &) por curvas de nivel
con las cotas multiplicadas por 4.

Superficie de influencia del momento flector M, en el centro de una placa cuadrada
simplemente apoyvada’

Es conveniente emplear las superficies de influencia de los valores M, =
= — Dd*w/dx’ y M, = — D&*w/dy* con el fin de llegar a los resultados finales me-
diante las ecuaciones (101).

La superficie de influencia de M,, puede construirse basandose en la figura 76.
El efecto de la carga aislada P = 1 actuando en el origen estd dado por la primera de
las ecuaciones (151) v la ecuacion (152). Esta taltima expresion incluye también la
singularidad del tipo dado por la ecuacién (206), necesaria en el origen. El efecto de
otras cargas puede calcularse mediante la primera de las ecuaciones (149), siendo la
serie rdpidamente convergente. La superficie de influencia aparece en la figura 172
con sus cotas multiplicadas por 8x. i

Calculemos el momento flector M, para dos cargas P, v P, < P, situadas a una
distancia fija igual a 0,254, estando cada carga uniformemente repartida sobre una
superficie 0,1a % 0,1a. Fuera de estas superficies la placa puede soportar una carga
viva uniformemente repartida de una intensidad ¢ < P,/0,014".

La superficie de influencia (fig. 172) para M,, y la distribucién de carga que da
el maximo valor de M_; estin dadas en esa figura con lineas continuas. A causa de la
singularidad, las ordenadas de la superficie son infinitamente grandes en el centro de
la placa; por otra parte es mas sencillo calcular el efecto de la carga P,, separadamen-
te, mediante las ecuaciones (163) v (165) junto con las tablas 26 y 277,

' M. El-Hashimy en sAngsgewihlte Plattenproblemes, Ziirich, 1956, dio diversas super-
ficies de influencia para placas circulares empotradas.

* El conjunto mis extenso de superficies de influencia de placas rectangulares con dis-
tintas condiciones de borde se debe a A. Pucher, «Einflussfelder elastischer Plattens, 2.* ed.,
Viena, 1958. Véase también su memoria en «Federhofer-Girkmann-Festschrifts, pdg. 303,
Viena, 1950, Respecto a superficies de influencia de placas continuas, véase G. Hocland,
Ingr.-Arch., vol. 24, pdg. 124, 1956.

# El efecto de la carga central puede calcularse también mediante las lineas de influencia
similares a las usadas en el proximo ejemplo © mediante la tabla 20.
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e fo=t
Factor multi plltﬂdor.-q—ﬂ_ =0,0796

b) H

Fic. 171
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Para este caso tenemos v = 0, vju = k=1, ¢ = 1,5708, y =0, 1 = 2,669 v
w =0, que dan N = 0 y un valor de M que calculamos inmediatamente. El efecto
de la carga P, puede suponerse proporcional a la ordenada 2,30 de la superficie en el
centro del drea cargada. Introduciendo tinicamente los excesos de ambas cargas sobre
las cargas debidas a g, tenemos que sumar las siguientes participaciones en el valor
final de M_,:
1. Carga P,: segin las ecuaciones (163), (165) con & = a/2, d = 0,1 '\/ZI,
p M P, — 0,01gat 4
My=—=—""[2In ——— + 2,669 — 1,571
=0T 8r ( M ir e ‘)

= 0,219(P, — 0,01ga?®)
2. Carga P,:

M, = si 2,30(P; — 0,01ga®) = 0,092(P: — 0,01qa?)
2

3. Carga uniforme g: segiin los datos de la figura 172,
M = 0,0369ga*
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Por lo tanto

My = 0,219P, 4 0,092P; + 0,0338ga®

A causa de la forma cuadrada de la placa y la simetria de las condiciones de

contorno, estamos en situacion de utilizar la misma superficie de influencia para
calcular M ;. La situacién de la carga P, correspondiente a la situacién antes supuesta
respecto a la superficie de influencia de M,,, estd dada por la linea de trazos, y la
contribucién de P, resulta ahora igual a M, = 0,035(P, — 0,0144%) en tanto que las
participaciones de P, v ¢ no varian. Esto da

Myo = 0,219P, + 0,035P; + 0,0344ga*

Suponiendo ahora por ejemplo » = 0,2 tenemos el resultado final

M, = Ma + 0,2M 0 = 0,263P, + 0,099P; + 0,0407ga®

Superficie de influencia del momento M. en el centro del soporte entre dos vanos interiores
de una placa continua en la direccion x v simplemente apovada en v =+ b2

Este caso se presenta en el proyecto de losas de puente apoyadas en muchas vigas -

de forjado vy dos vigas principales. En el supuesto de que las flechas y las rigideces a

torsion de todas las vigas sean despreciables, obtenemos la superficie de influencia '

indicada' en la figura 173.

En el caso de un puente de carretera, la carga de cada rueda estd uniformemente
repartida sobre una superficie rectangular # por v. Se han dibujado cinco lineas de
influencia (correspondientes a valores de /b de 0,05 a 0,40) para cargas que se
mueven segin la linea central de la losa y = 0 y se dan las ordenadas méximas que
nos permiten determinar sin dificultad la posicién de la carga preponderante en el
proyecto. Tanto la superficie como las lineas se han dado con sus ordenadas multi-
plicadas por 8z.

Ejemplo de cdlculo. Sea a = b = 7,20 m; ademds para el neumdtico posterior
P, = 7000 kgf, © = 45 cm, ©# = 75 cm y para el neumatico anterior P, = 1800 kgf,
u =45 cm, v =37,5 cm. Supondremos que el efecto de reparto debido al pdvlmcnm v
al espesor de la losa esta incluido en los valores adoptados para u y v.

Para el neumitico posterior tenemos v/b = 0,10 y para el anterior v/ =~ 0,05,
Suponiendo que damos a los neumaticos posteriores las posiciones sucesivas corres-
pondientes a las abscisas & = 0,20a, 0,254, 0,30a, 0,354 y 0,40a, las posiciones
respectivas de los neumaticos anteriores quedan fijadas por la dlstam:la entre ejes, sea
4,20 m = 0,583a.

El calculo mediante la superficie de influencia da, para cada posicién particular

de la carga, una serie de valores del momento que se han dibujado en la figura 173

como funciones de la abscisa & mediante la linea de trazos. La curva presenta um

méximo aproximadamente para £ = 0,30a. Vamos a ver el procedimiento de célculo
Unicamente para esta posicion.

Las lineas de influencia correspondientes a 0,10 y 0,05 dan la contribucion de las
dos cargas centrales (en ¥y = 0) que vale

— (7000 x 3,24 + 1800 x 3,32 = — 28 656 kef
y la superficie de influencia de la contribucion de las seis cargas restantes que es
—7000 (1,66 + 2,25 + 0,44) — 1800 (1,59 + 2,25 + 0,41) = — 38 100 kgf
Finalmente, teniendo en cuenta el factor multiplicador 1/8x = 0,0398, tenemos
(M) min = —0,0398 (28 656 + 38 100) = — 2657 m kgfim

! Respecto a métodos para su construccion, véanse las referencias dadas en el apartado 52.
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Esfuerzo cortante mdximo debido a una carga uniformemente repartida en la superficie
de un rectangulo

En la figura 170 se indica con lineas de trazos una carga de este tipo adyacente
al borde empotrado de una placa cantilever indefinida. Este problema se presenta
también en el proyecto de forjados de puente. Mediante el resultado (210) y el
principio de superposiciéon obtenemos el siguiente esfuerzo cortante en x = y = 0.

(Qx)mal iy f f~pf2 (é’ + 1?’)8

P
que da (@:)mix = « o 6)]

2
con @ —l I:-— In (412 + 1) + 2 arctg i] (g)
T |u v 2u

En la tabla 78 se dan los valores numéricos del factor a. Como la influencia de
las cargas de otras ruedas sobre (), ordinariamente es despreciable, no es necesaria la
superficie de influencia de Q.. El resultado (f) puede utilizarse con suficiente apro-
ximacién para losas de dimensiones finitas y también como valor méximo posible para
borde eldsticamente empotrado.

TasLa 78
Valores del flector o de la ecuacidn (f)

vfu | a ] ofu a

0,1 0,223 1,2 0,852
02 0357 14 0,884
03 0,459 16 0,909
0,4 0,541 1,8 0,927
05 0507 | 20 0,941
0,6 0,662 2.5 0,964
0.7 0,708 3 0,977
0.8 0747 s 0,989
0,9 0,780 | 5 0,994
1,0 0,807 ‘ 10 | 0999

77. Funciones de influencia v funciones caracteristicas

Es interesante hacer notar la estrecha relacién existente entre la funcién de
influencia (o funcién de Green) de la placa flexada v el problema de las vibraciones
transversales libres. Estas tltimas obedecen a la ecuacion diferencial

a2 a%\? p *W
(.azs s ay’) 8- oy (@)

en la que Wi(x,y,1) es la flecha, x la masa por unidad de drea y t eltiempo. Con la
hipotesis W = w(x,y) cos pt obtenemos para la funcién w la ecuacién diferencial

DAAw — dw =0 (&)
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en la que A = p*u. Para determinadas condiciones de contorno la ecuacién () sélo
admite soluciéon para una serie definida de valores 4, g, ..., 4, ... del parametro i,
valores llamados mimeros caracteristicos (o valores propios) del problema. Las solucio-
nes correspondientes forman una serie de funciones caracteristicas e, (x,y), w,(x,y),
.y W(x,¥), ... Estas funciones son otorgonales entre si, es decir

ff wi(z,yhwe(z,y) de dy =0 ()
A

para 1 ¥ &, estando extendida la integral a toda la superficie de la placa. Como las
funciones w,(x,y) estin definidas salvo un factor constante, pueden ¢normalizarse»
eligiendo este factor de modo que se satisfaga la condicién

ff wilz,y) dz dy = a?l? (d)
A

La forma elegida para el segundo miembro de (d) es la apropiada para el caso de
placa rectangular de lados @ y b, pero cualquiera que sea el contorno de la placa, w,
debe tener la dimensién de una longitud. Establecida la serie de valores i, y la
correspondiente serie de funciones normalizadas w, (x,¥) puede demostrarse’ que el
desarrollo

o0

1 wi(x,y)wi(Em)
K(z,y,tm) = e e (€)
k=1
es vilido para la funcién de influencia de una placa con condiciones de contorno que
se satisfacen por las funciones caracteristicas.

Aplicando el resultado (e) a las ecuaciones (a) v (b) del apartado anterior conclui-
mos que, independientemente de cudl sea la distribucion de las cargas, la flecha de la
placa puede siempre representarse mediante una combinacién lineal de funciones
caracteristicas.

Consideremos, como ejemplo, una placa rectangular simplemente apoyada
(fig. 59). Las funciones propias que satisface la ecuacion () junto con las condiciones
de contorno w = Aw = 0 y la condicion (d) son

T max T
we = 2 \Vabsen—— sen—!’|I ()
a b
siendo m y n dos nlimeros enteros arbitrarios.
El valor propio correspondiente de la ecuacién (5) es

A o= wiD (Eg + ﬂz)gl (g

a? b_’

La sustitucion de estas expresiones en el desarrollo (¢) conduce inmediatamente
al resultado (134). Pueden obtenerse de modo parecido funciones de influencia para
placas rectangulares con dos bordes opuestos simplemente apoyados, con condiciones
arbitrarias en los otros bordes. Sin embargo, en tal caso resulta necesario el cilculo
previo de los valores 4, a partir de la ecuacién de frecuencia transcendente corres-
pondiente. Un nuevo ejemplo de funcion de influencia que puede obtenerse en forma
de desarrollo en serie es el caso de placa circular, cuyas formas de vibracion, expre-
sables mediante funciones de Bessel, son bien conocidas.

! Véase, por ejemplo, R. Courant y D. Hilbert, «Methods of Mathematical Physicse, vol. 1,
pagina 370, Nueva York, 1953.
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Consideremos, como ejemplo, una placa rectangular simplemente apoyada
(fig. 59). Las funciones propias que satisface la ecuacion () junto con las condiciones
de contorno w = Aw = 0 y la condicion (d) son

T max T
we = 2 \Vabsen—— sen—!’|I ()
a b
siendo m y n dos nlimeros enteros arbitrarios.
El valor propio correspondiente de la ecuacién (5) es

A o= wiD (Eg + ﬂz)gl (g

a? b_’

La sustitucion de estas expresiones en el desarrollo (¢) conduce inmediatamente
al resultado (134). Pueden obtenerse de modo parecido funciones de influencia para
placas rectangulares con dos bordes opuestos simplemente apoyados, con condiciones
arbitrarias en los otros bordes. Sin embargo, en tal caso resulta necesario el cilculo
previo de los valores 4, a partir de la ecuacién de frecuencia transcendente corres-
pondiente. Un nuevo ejemplo de funcion de influencia que puede obtenerse en forma
de desarrollo en serie es el caso de placa circular, cuyas formas de vibracion, expre-
sables mediante funciones de Bessel, son bien conocidas.

! Véase, por ejemplo, R. Courant y D. Hilbert, «Methods of Mathematical Physicse, vol. 1,
pagina 370, Nueva York, 1953.
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Puesto que la intensidad de la carga estd dada por f(n) = P/v para
vf2 << n < ©/2 y por cero en todo otro punto tenemos
o
ot
S5€Nn — CcO8
2 Y

Jy) = - —_ - de (d)

w (1] o

Por otra parte, la funcion f(y) es igual a la diferencia de esfuerzos cortantes O, a
ambos lados de la seccidn x = £ Asi pues, mediante las ecuaciones (108), tenemos

a
D o (Aw; — Aws) = f(y) (e)
T 3

en que x = £ De acuerdo con la ecuacion (d) representamos las flechas w, y w, por
las integrales

wi = fam T R R )
en las que la funcion
Xi(x,a) = (A; + Bix) ch ax + (C; + D:x) sh ax
tiene la misma forma que la funcién ¥, de la pigina 136.

Basta ahora sustituir las expresiones (f) en las ecuaciones (a), (b) y (g) para
determinar los coeficientes A,, B,, ..., D, independientes de y y funciones de «.

l:l|u= (=]

Fiz. 175

En la figura 175 se muestra la distribucién de momentos flectores en el borde
empotrado, calculada mediante la soluciéon anterior para diversas posiciones de la
carga v para los valores v = 0y » = 0,3.

13

Librodot



Librodot Teoria de laminas y placas, Cap. 10 Timoshenko & Woinowsky Krieger 14

Transformacion de Mellin

La aplicacion de esta transformacion es apropiada en placas en forma de sector
de condiciones homogéneas en los bordes # = 0 v i = « (fig. 176). Consideremos
como ejemplo el borde 6 = 0 empotrado v el borde 6§ = o libre v con una carga
coneentrada en él en r = r,".

i
f
Lr___..,______ ro*"““"""l Borde

Fic. 176

Utilizamos coordenadas polares (v. ap. 62) y comenzamos tomando la solucién
general de la ecuacion diferencial 44w = 0 en la forma
W(s) = r"6(6,5) (g)

donde 5 es un parametro y

6(0,5) = Als) cos 56 + B(s) sen s + C(s) cos (s + 2)f + D(s) sen (s + 2)f8 (k)

La flecha v la pendiente en el borde empotrade se anulan si

[W(s)omo = 0 1["‘“’”‘?}]& =0 @)

r af

El momento flector M, en el borde libre se anula a condicién de que

W (s) EBW(s)
5 ar? r or

1 8:W(s) :
+ ’Tg aJat ]B—a 2 0 (jj

Ahora bien, una funcién f(r) puede representarse mediante la formula de Mellin

en la forma siguiente:
1 o+ wi L
fir§ = — f r~ ds P~ (p) dp (k)
21 T ]

—mi

en la que ¢ es una constante real sometida a algunas limitaciones. Para el caso
especifico de una fuerza P concentrada en r = r,, obtenemos

P et =i f 2\ =it
f’(?) L 21;;‘; ﬁ—-rni (?‘_0) ds (I)

! El problema fue estudiado por S. Woinowsky-Krieger, Ingr.-Arch., vol. 20, pig. 391,
1952, Le hizo algunas correcciones W. T'. Koiter, Ingr.-Arch., vol. 21, pag. 381, 1953. Para
placa con los dos bordes empotrados, véase Y. S. Uflyand, Doklady Akad. Nauk S8.5.5.R., vo-
lumen 84, pdg. 463, 1952. Véase también W. T. Koiter v ]J. B. Alblas, Proc. Koninkl. Ned.
Akad. Wetenschap., serie B, vol. 57, niim. 2, pag. 259, 1954,

24 —TEORIA DE PLACAS ¥ LAMINAS
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Esto sugiere la forma siguiente para la flecha de la placa:

8 e RN (m)
- — ot | ¥:] m
e T R

Ahora bien, las fuerzas que actian hacia abajo en el borde § = a estin dadas por

My
) (Q. B ) )
ar f=cx

Esto mediante el uso de las debidas expresiones de Q, y M,, (v. pags. 310 y 311)
asi como la expresion (m), da

e i
Poe = = G A=+ 1 +2n§§]h -t ds (o)

Finalmente igualamos las expresiones (/) v (o) v asi obtenemos, junto con las
ecuaciones (#) y (f) cuatro condiciones para determinar A(s), B(s), C(s) v D(s). La

My

0,243 Prg’/ D

Fic. 177
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sustitucion de estos coeficientes en las expresiones (k) v (m) y la introduccion de una

nueva variable u = — (s + 1), donde i = /1, da la siguiente expresién de la flecha:
& Y v
Gcos@ ln—)-l— H sen |u ln —)
ERIE 2Prrq o fo du (p)
=D Jo Nu(l 4 u? : .

en la que G y H son funciones de a, # v u, v N es funcidén de «

v u.
La figura 177 da la variacién de flechas en el borde libre y la distribucién de

momentos [\, en el borde # = 0 en los casos particulares de a = /4 y a = a/2.

Transformacion de Hankel

Sea una placa circular de radio @ flexada segiin una superficie de revolucién por
una carga g(r) simétricamente repartida. Multiplicamos la ecuacion diferencial
Adw = g/D de esa placa por r¥,(ir)dr e integramos por partes entre 0 e 20 . Dado que
w = 0 para r > a, el resultado es

?f’f wir)rF(Ar) dr = g( 1) ()
0

donde 1 [e
g(\) = (Cy + N2C2)Jo(Ma) + (ACa + N2C0)J1(ha) + D j; gle)efo(hp) dp (1)

Jo v 7, son las funciones de Bessel de orden cero y uno, y C, son constantes.
Aplicando el teorema reciproco de Hankel a la ecuacion (g) tenemos

e fﬂ s £ Jo00r) )
0 A3

Ahora pueden obtenerse las constantes C, de las condiciones en el contorno de la
placa * = a y de la condicién de que la funcién g(1)/1* debe ser acotada. En el caso
de placa anular' es preciso modificar ligeramente la expresién (r). En el apartado 61
se han dado ejemplos de aplicacién de soluciones del tipo (5) a problemas de placas
apoyadas eldsticamente.

Transformacion seno
Hemos utilizado soluciones del tipo
w(z,y) = Z¥ (y,a) sen az

en el caso de placas rectangulares v de la forma

w(r,0) = TR(r, ) sen f
en placas en forma de sector.

Las transformaciones finitas en seno de la funcién w, tomada respecto a x v #
respectivamente e introducida junto con las derivadas transformadas de @ y la
ecuacion diferencial transformada de la placa, aparecen entonces como titiles para el
calculo de las constantes de las funciones ¥ o R a partir de las condiciones de
contorno de la placa dada®.

! Respecto al fundamento del método, véase H. Lung, Z. angew. Math. Mech., vol. 32,
péagina 46, 1952, donde se da una extensa relacion de transformadas necesarias para su apli-
cacion. B4

® La aplicacion del método se debe a L. I. Deverall y C. J. Thorne, ¥. Appl. Mechanics,
volumen 18, pdgs. 152 v 359, 1951.
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79. Método de variable compleja

Tomando como variables independientes 2 = x + &y v ¥ = x — iy la ecuacién
diferencial (104) de la placa flexada toma la forma y
atw 1

=— ) a
sarom ~ 16D 1D o)

Tomemos w = w, + w,, donde =@, es la solucién general de la ecuacién

'w
a%z 0%

¥ w, una solucién particular de la ecuacion (a). Entonces tenemos!

wy = &[zp(z) + x(2)] (&)

donde ¢ ¥ y son funciones analiticas en la regién considerada. Genéralmente se
introduce con y la derivada y = dy/d=.

En el caso de una carga concentrada P que actia en 2, = x, + iy, puede elegirse
la solucion =, en la forma

wo (2 —20)(2 — 20) In [(z = 2) (2 — Zy)] (c)

167D
que es equivalente en esencia a la expresion (206). Una expresion adecuada para una
carga uniforme seria

gz*z®

wWo 64D

Si el contorno interior o exterior de la placa es un circulo, podemos sustituirlo
por un circulo unidad z = ¢" o en forma abreviada z = 0. Las condiciones de
contorno en z = o deben expresarse también en forma compleja. Las funciones ¢ y
y pueden tomarse en forma de series de potencias, con términos adicionales si es
preciso, segin los valores que tomen los esfuerzos en el borde interior de la placa.
Multiplicando las condiciones de contorno por [2ai(c — 2)]7' do integrando a lo
largo de = = ¢ obtenemos las funciones buscadas ¢ v ¢

Para contornos distintos del circulo puede usarse una funcion 2 = w() = w(ee'?)
tal que transformarse el contorno en el circulo unidad £ = ¢ = . La determinacién
de las funciones ¢,({) = ¢(2) ¥ y,(£) = () a partir de las condiciones de contorno
en [ = o se reduce entonces al problema considerado antes. El método de Musche-
lishvili antes eshozado es eficiente de un modo particular en los casos relativos a
distribucion de tensiones en torno a agujeros’; en este caso la funcidn w(() tiene que
reducir la parte infinita de placa al interior del circulo unidad.

! & representa la parte real de la solucidn. Esta forma de solucidn de la ecuacién bi-
potencial se debe a E. Goursat, Bull. Soc. Math. France, vol. 26, pag. 236, 1898,

* Respecto al cileculo de las integrales del tipo Cauchy gue implica este procedimiento,
véase N. 1. Muschelishivili, #Some Basic Problems of the Mathematical Theory of Elasticity,
Groningen, 1953.

' Una amplia aplicacion de este método al problema de concentracion de tensiones se
debe a G, N. Savin; véase su «Strees Concentration around Holess, Mosca, 1951, Véase también
Yi-Yuan Yu, 7. Appl. Mechanics, vol. 21, pdg. 129, 1954, v Proc. Ninth Intern. Congr. Appl.
Mech., vol. 6, pag. 378, Bruselas, 1957; también L. I, Deverall, ¥. Appl. Mechanics, vol. 24,
pdgina 295, 1957, A. C. Stevenson utilizo un método ligeramente distinto aplicable también
a algunos problemas de la teoria de placas gruesas, véase Phil. Mag., vol. 33, pag, 639, 1942,
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El método de variable compleja nos permite también expresar en forma finita las
funciones de Green de una placa circular con diversas condiciones de contorno'.

En otros casos tales como el de una placa cuadrada, es preciso conformarse con
una determinacion aproximada de las funciones de Green®.

Cuando la deformaciéon de la placa pueda ponerse en forma de doble serie
trigonométrica, podrd expresarse también mediante una serie sencilla haciendo uso
de las propiedades de doble periodicidad de las funciones elipticas. Para el valor de
Aw que satisface la ecuacion potencial A(Aw) = 0, tal expresion resulta especialmente
conveniente a causa de la dltima conexion entre la funcién de Green de la expresién
Aw v la funcién que reduce al circulo unidad la superficie de la placa dada®. Deter-
minada Aw los esfuerzos cortantes de la placa estin dados inmediatamente por las
derivadas de esta funcion, en virtud de las ecuaciones (108).

80. Aplicaciéon del métode de la energia de deformacion al calculo
de flechas

Consideremos de nuevo el problema de la placa rectangular simplemen-
te apoyada. Del estudio hecho en el apartado 28 se deduce que la flecha de
dicha placa (fig. 59) puede ponerse siempre en forma de una doble serie
trigonometrica?,

w = A SEN ??% sen %Ly (a)

m=1n=1

Los coeficientes a,, pueden considerarse como las coordenadas que -

definen la forma de la deformada y puede aplicarse a su determinacién el
principio de los trabajos virtuales. Para la aplicaciéon de este principio
necesitamos la expresion de la energia de deformacién (v. pag. 108):

1 o (0 0%w | Atw)\?
ve-32 o G+ 5

a*w 9w d%w \?
—2(1 — ») [{hz T (61: dy) ]] dz dy (b)

Sustituyendo w por su expresion (a) el primer término de la integral en
(b) toma la forma

1 sy il mir? | nix? mr w]”
§Dfo j; [Z Za’"“(_aﬂ i b*)“’e“ oy St R )
m=1n=1

" E. Reissner, Math. Ann., vol. 111, pig. 777, 1935; A. Lourye, Priklad. Mat. Mekhan.,
volumen 4, pdag. 93, 1940.

* F. Schultz-Grunoz, Z. angew. Math. Mech., vol. 33, pag. 227, 1953.

* Courant y Hilbert, op. cit., vol. 1, pdg. 377. Han sido usadas de un modo especial las
funciones elipticas por A. Nadai, Z. angew. Math. Mech., vol. 2, pig. 1, 1922 (forjados), por
F. Tilke, Ingr.-Arch., vol. 5, pdg. 187, 1934 (placas rectangulares); y también por B. D. Aggar-
wala, Z. angew. Math. Mech., vol. 34, pag. 226, 1954 (placas poligonales y, en particular, placas
triangulares).

" Loos términos de esta serie son funciones caracteristicas de la placa considerada (véase
apartado 77).
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Teniendo en cuenta que

a mrx m'rx b opr n'r
sen — = sen 2 gz = | sen = sen ydy =0
S Jo a a 0 b b

sim# m' yn # n, deducimos que para calcular la integral (¢) tenemos
que considerar Gnicamente los términos cuadraticos de la serie que aparece
entre corchetes, Empleando la formula

@ o2 fsb mmwx nwy ab
2 2=t = —
j; [] sen sen i dx dy I

el calculo de la integral (¢) da

4 . 2 2y ?
#0536
m=1n=1

Dado que
a (b max nwy s [b mrz nwy ab
2 = Ay = L B sk P __ = —
L j;l sen’ —=sen’ — dz dy ﬁ ﬁ cos* — = cos? — dz dy 7

puede deducirse que el segundo término de la integral de la expresion (b)
se anula al verificar la integracién. Por consiguiente la energia total de
deformacién estd dada en este caso por la expresion (c) y es

wiab m?  n?y’
V=TDEZ“3*“(EE+F) @
m=1n=1
- Consideremos la deformada de una placa (fig. 59) debida a una fuerza
concentrada P perpendicular a la placa y aplicada en el punto x = £,
¥ = . Para tener un desplazamiento virtual que cumpla con las condicio-

nes de contorno damos a cualquier coeficiente a,,,, de la serie (a) una
variacion elemental éa,,,,. Como consecuencia de ello la flecha (a) sufre
una variacion.

n'wy

b

sen

r
m'rz
oW = 8@y, SEN

v la carga P produce un trabajo virtual

. ! !
"
P da,, sen m(:rE sen TM

Del principio de los trabajos virtuales se deduce que este trabajo debe
ser igual a la variacién de la energia potencial (d) debida a la variacion
da Por lo tanto

minl*

[ ! g
P 8a, . sen m:g sen ?% = BZ::.'

Qs
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Sustituyendo V' por su exprcsién (d), obtenemos
m'r§ n'mry '.'r*ab m's | n/?\2
P $ayy sen e i et Da,,, = + — ) damwn (€)

b b?
de donde : i
4Psen L sen ?%)2
Bt R )
wiabD ( + ?;3 )

Sustituyendo en la expresién (a), obtenemos una vez mas el resul-
tado (133).

En lugar de utilizar el principio de los trabajos virtuales para calcular
los coeficientes a,,, en la expresion (a) de la flecha, podemos obtener el
mismo resultado considerando la energia total del sistema. Si un sistema
estd en una posicion de equilibrio estable, su energia total es un minimo.
Aplicando este acento al estudio de la flexién de placas, observamos que la
energia total en tales casos consta de dos partes: la energia de deformacion
debida a la flexién, dada por la expresion (b) v la energia potencial de la
carga que actua sobre la placa. Definiendo la posicion del elemento de carga
g dx dy por su distancia vertical w al plano xy, la energia potencial corres-
pondiente puede ponerse en la forma —wg dx dy, v la energia potencial de

la carga total es
= JJwg dz dy (@)

Entonces la energia total del sistema es

- I GG+ )
ar® = oy?
2 92 2p \ 2
i 4R [g?‘f%‘f e (32%) ]] E 'wq) dzdy ()
El problema de la flexion de una placa se reduce en cada caso particular
a la determinacion de una funcion w de x e y que satisfaga las condiciones
de contorno dadas y haga que la integral (k) sea minima. Si1 aplicamos a
este problema el calculo de variaciones obtenemos para w la ecuacién (104)
en derivadas parciales, que ya habiamos deducido de la consideracion del
equilibrio de un elemento de la placa. Sin embargo, puede utilizarse ven-
tajosamente la integral (%) en el estudio aproximado de la flexién de placas.
Para ello sustituyamos el problema de calculo de variaciones por la deter-
minacion del minimo de una cierta funcion, suponiendo que la flecha w
puede ponerse en la forma

w = api(x, ¥) + aspa(x, ¥) + qagalx, ¥) + ... + angalx, v) (211)

en la que las funciones ¢,, @,, ..., g, se han elegido en la forma apropiada’
para representar la deformada v cumplir al mismo tiempo las condiciones

! Por la experiencia se sabe aproximadamente la forma de la deformada y nos guiamos
por esta informacién para elegir la forma apropiada de las funciones ¢.
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de contorno. Sustituyendo la expresion (211) en la integral (4), obtenemos
después de integrar una funcién de segundo grado en los coeficientes a,,
a,, ... Ahora basta elegir estos coeficientes de modo que la integral (k) sea
un minimeo, de donde se deduce que

al al al ;
e 0 T =0 T 0 (%)

Lo que nos da un sistema de n ecuaciones lineales en a,, a,, ..., a, ¥
pucde calcularse facilmente estos valores en cada caso particular. Si las
funciones ¢ son tales que la expresion (211) puede representar una funcién
arbitraria dentro del contorno de la placa', este método de cilculo de
flechas w nos lleva a aproximaciones cada vez mejores cuando aumenta el
nuamero # de términos y tomando n infinito obtenemos una solucién exacta
del problema.

Aplicando el método al caso de una placa rectangular simplemente
apoyada, tomamos la flecha mediante la serie trigonométrica (a). Entonces,
utilizando la expresion (d) de la energia de deformacion, la integral (k)

queda en la forma siguiente:

rabD mz‘l Z:l ( ?;:)
f f 2 Eamscn"—-—saanxdy G)

m=1n=1

y las ecuaciones (7) tienen la forma

T4?D Gmn (m2 ﬂg)z f f qsen@sen -;y dedy =0 (k)

En el caso de una carga P aplicada en un punto de coordenadas &, 1, la
intensidad de la carga ¢ es nula en toda la placa salvo en el punto (&,1) en
el que tenemos g dx dy = P. Entonces la ecuacion (k) coincide con la
ecuacion (e) antes deducida mediante el principio de los trabajos virtuales.
A efectos practicos debe tenerse en cuenta que la integral

a%w 9%w a2 \?
Jles-@@yles o

contenida en las expresiones (b) v (h) se anula si la placa esta rigidamente
empotrada en el contorno. La misma simplificacion es valida para una placa

' Hemos visto que una doble serie trigonométrica (a) tiene esta propiedad respecto a las
flechas ww de una placa rectangular simplemente apoyada. Por lo tanto, puede usarse para
obtener una solucion exacta del problema. El método de resolver problemas de flexién de
placas mediante la integral (k) fue desarrollado por W. Ritz; véase ¥. reine angew. Math., volu-
men 135, 1908, y Ann. Physik, serie 4, vol. 28, pag. 737, 1909.
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poligonal si una de las condiciones de contorno es w = 0 o bien dw/tn = 0,
siendo n la direcciéon normal al borde de la placa'.

Si se utilizan coordenadas polares en lugar de coordenadas rectangula-
res y se supone que existe simetria axial de carga y deformacion, la ecua-
cion (k) debe sustituirse por

i D[l /d%w | 1aw\? 2(1 — ») dw 0w
- JRLE 1) 222 2] s

Nuevamente la aportacion del término que contiene el factor 1 — »
es nula en el caso de placa empotrada en el contorrio.

El método de la energia de deformacion puede utilizarse también para calcular
las flechas de una placa circular apoyada en una cimentacion eldstica. Por ejemplo,
para obtener una primera aproximacion para el caso de placa circular, tomamos para
la flecha la expresion

P w=A + Br? (n)

en la que 4 y B son dos constantes a determinar mediante la condicién de que la
energia total del sistema en equilibrio es minima.
La energia de deformacion de la placa de radio a dada por la ecuacion (m) es

V, = 4B*Dra’(1 + »)

La energia de deformacion de la cimentacion elastica es

Sl L T 1 1 1
Vg = ‘/'; j{; '? rdrdd = xk (E Alg? +§ ABa’t + ‘ﬁ H*a“)

La energia total del sistema para el caso de una carga P aplicada en el centro es
V = 4BDrat(1 + ») + vk(}A%? + 3ABat + }B%®) — PA
Derivando esta expresion respecto a 4 v B y anulando las derivadas tenemos

2|_ __,_.___i,
A + Ba + F 0

1 P
PR S e
i

De acuerdo con el gjemplo numérico de la pagina 291 tomamos

D P
= —_— = —_— = - —5
lma =1 o =102-10

bt
e’ v =A=1087 x 10~ cm

wm-a.x
Este resultado es aproximadamente el 3 %, menor que el resultado 111,8 x 1073
obtenido mediante la ecuacién diferencial de una placa apoyada en una cimentacion
eldstica. Para una mayor aproximacion deben utilizarse mds términos en la expre-
s10n (n).
Si se desea obtener el reparto de tensiones en torno a la carga y no unicamente
la flecha, es preciso afiadir en la expresiin (n) un término de la forma

P
— 1 In r

8xD
de acuerdo con el tipo de singularidad requerida [v. ec. (206)].

' Véase, por ejemplo, E. R. Berger, Osterr. Ingr.-Arch., vol. 7, pag. 41, 1953.
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En la mayoria de los casos en que se utilizan coordenadas polares la integral (k)
toma la forma

D|fotw 1ow 1 ow\® ow 19w 1 9w
I‘,[[{E[(ar=+:7$+§3?) -2“"”;(:;1‘;35;)

2
vt 2o to)]_plisa o

81. Otra forma de aplicar el método de la energia de deformacion

El calculo de los coeficientes a,, a,, ..., a, de la expresion (211) que tiene
que satisfacer las condiciones de contorno, pero no la ecuacion diferencial
del problema, puede llevarse a cabo sin necesidad de determinar la energia
potencial del sistema.

Supongamos una flecha virtual de la placa dw; entonces calculamos el
trabajo correspondiente de la carga ¢ bien directamente mediante la integral

(6V)1 = [fq bwdz dy @
bien indirectamente, utilizando la expresion
(6V): = [[DAAw dw dz dy (b)

Si w fuera la solucién exacta de la ecuacion diferencial de la placa
DAAw = g, las expresiones (a) y (b) serian idénticas. Para una solucion
aproximada representada por la ecuacion (211) esto no es cierto. Podemos,
no obstante, conseguir igualar las expresiones del trabajo para una sucesion
particular de flechas virtuales a,saber dw, = ¢, da,, dw, = g,da,, ..., dw, =
= ¢,da,. Sustituyendo estas expresiones consecutivamente en la ecuacién
(61), = (4¥), o, lo que es lo mismo, en la ecuacion

[fq éwdx dy = [[DAAw dw dx dy (e)

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones':

ﬂ(mw —%)m dedy =0
q
ff (Mw K 5) wroedy. .l @

[[(ﬁ&w -—%)gﬂndﬁ‘.dy =

Queda Unicamente sustituir la expresién (211) en las ecuaciones (d) vy
resolverlo respecto a los coeficientes desconocidos a,, a,, ..., a,. Esto lleva
a la expresién final de la flecha de la forma (211),

! El principio que conduce a las llamadas ecuaciones de Galerkin fue indicado por W. Ritz;
véase #Gesammelte Werkes, pdg. 228, 1911.

Librodot

23



Librodot Teoria de laminas y placas, Cap. 10 Timoshenko & Woinowsky Krieger 24

Para aclarar la aplicacién del método consideremos una placa rectangu-
lar uniformemente cargada con todos los bordes empotrados (fig. 91).
Escribiendo para abreviar 2x/a = u, 2y/b = v, usaremos las expresiones

Up=u*—2u*+1 Vi=vt =202+ 1 ©
Uy = ub — 2ut 4 u? Vo =08 — 204 4 7

La sucesion de funciones

o1 = U1V wr = UiV, o3 = UV pq = UsV» 6]

verifica entonces las condiciones

dw ]
: ’w—‘éa—'o en 4 = +1
w~ai”—0 = +1
9T en ¥ = +

Desarrollemos el cidlculo para el caso particular de una placa cuadrada. Como x
e y son intercambiables, tenemos a, = a, v, en consecuencia,
¢ = g3 = U Vs + UV,
Poniendo ga*/16D = N tomamos la expresién (211) en la forma
w = a U Vi + ap(U1 Ve + UsV)) + a3V, : (@
Sustituyendo consecutivamente en las ecuaciones (d) con los factores ¢,, ¢, ¥ ¢,

y teniendo en cuenta la notacién (¢), tenemos entonces que calcular las integrales
entre los limites u = + 1, v = + 1. Llegamos asi al siguiente sistema de ecuaciones

6,687345a: + 1,215879%. + 0,0675488a, = 0,1422221N

1,215879a; -+ 2,743525a. + 0,218235a; = 0,0406349N (h)

0,0675488a, + 0,218235a. + 0,00590462a, = 0,00290249N
Para la primera aproximacién tenemos
0,1422221
6.687345
Resolviendo el sistema (k) completo tenemos

a; = 0,02023N a: = 0,00535N as = 0,00625N

para la tercera aproximacion.

Los resultados numéricos obtenidos mediante la expresién (g) para la flecha en el
centro, los momentos M, = M, en el centro, y el momento M, en x = a2, y = 0
son respectivamente:

N = 0,02127N

a; =

Primera aproximacion

0,001329qga*/ D, 0,0276¢a®, —0,0425qa®
Tercera aproximacién

0,001264qa*/D, 0,0228¢a®, —0,0512¢a?
Como comparacién, tenemos los valores dados por la tabla 35

0,00126ga*/D, 0,0231¢qa*, —0,0513ga*

Los momentos en el centro se han calculado para » = 0,3.
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Se ve que, mientras la primera aproximacién no es suficiente satisfactoria, la
tercera aproximaciéon parece suficiente aun por lo que se refiere a los momentos
flectores.

82. Diversos métodos aproximados

Meétodo combinado'

El método descrito en el apartado anterior puede limitarse a una variable, y por
ejemplo, obteniéndose asi una ecuacion diferencial ordinaria respecto a la otra varia-
ble x. Consideremos de nuevo una placa cuadrada empotrada sometida a carga
uniforme (fig. 91).

Limitidndonos a la primera aproximacion, tomamos en esta ocasién

w = ozl (y) = e(z)(a® — 8a?y? + 1644 (a)
verificando asi la funcién y (¥) las condiciones de contorno @ = dw/dy = 0 para
v = + af2. Probemos ahora a satisfacer la condicién (c) del apartado 81 tomando la
variacién en la forma

dw = y(y) dp(z) (®)

Sustituyendo en la ecuacién (¢) del apartado 81, tenemos

f [ / (d.dw = %) v() dy] dz se(z) = 0 ©
a/2 q

f (s.mw - —) vy dy =0 (d)
—a/2 D

A continuacién sustituimos la expresién (a) en esta dltima ecuacion y obtenemos
para la funcién incognita ¢(x) la siguiente ecuacién diferencial:

que se verifica si

at dip  a® dle q ' ©

— —— ¢ = ——

504 dz* 21 dx? + 384D
Una solucién particular inmediata de esta ecuacién es ¢ = ¢/384D. Para la
ecuaciéon homogénea que corresponde a la ecuacion (e) cuando ¢ = 0 tenemos que
tomar ¢ = £'*. Obteniendo 1 = + a <4 fi con a = 4,1503 y § = 2,2858. A causa
de la simetria de la deformada respecto al eje v, las soluciones de la ecuacion (e) deben
ser funciones pares respecto a x; de acuerdo con ellos tenemos

q ax fx ax P
p = 1+ Cych —cos — + C; sh—
4 384D(+ L € au)sa-l— s 8 ascn a) H
Para calcular las constantes C, y C, utilizamos las condiciones de contorno
¢ = Dpl/ox = 0 para x = + a/2. Asi obtenemos C, = — 0,50227, C, = — 0,04396,

que dan definitivamente la forma de la funcién (f) ¥ la solucién (a).

De aqui deducimos los siguientes resultados numéricos para el centro de la placa:
2w = 0,001296ga*/D y (para v = 0,3) — M, = 0,0241ga* y M, = 0,0261q4".

Se ve, pues, que el uso parcial de la ecuacion diferencial da para la primera
aproximacion resultados mas exactos que los obtenidos en el apartado 81 por la pura
aplicacién del método de la energia de deformacién. Para obtener una mayor aproxi-
macién, tenemos que tomar

w = gi(z)i(z) + e2(z)da(¥) + - - - (@)

! Debido a L. V. Kantorovich, Izwvest. Akad. Nauk S.5.5.R., num. 5, 1933,
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donde todas las funciones p(y) tienen que cumplir las condiciones de contorno
en y = 4 af2. La utilizacién de la ecuacién (c) con variaciones dw, = y, dg, dw, =
= W¥ydgs, ... nos llevaria esta vez a un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes para determinar las funciones ¢,(x), g:(x), ... La solucién de
tal sistema, aunque en principio no presenta dificultad, puede resultar pesada para
aproximaciones de orden superior; sin embargo, en la mayoria de los casos précticos
es suficiente la segunda aproximacion.

Meétodo de retroceso

Puede utilizarse en la forma siguiente una solucién (211) que cumpla Gnicamente
las condiciones de contorno del problema. En lugar de calcular mediante la ecuacién
diferencial (103) las flechas correspondientes a un reparto dado de carga, utilizamos
la misma ecuacion para calcular la carga

§ = DaAw (h)

que resulta de una expresion (211) de la flecha. Segin nuestra hipotesis la expre-
s16n (211) no representa la solucién rigurosa del problema y por lo tanto, la carga (h)
no coincidird con la cargada g. Sin embargo, podemos elegir los pardmetros a,, a,, ...,
de la expresion (211) de modo que se igualen los valores medios de g y § en diversas
partes de la superficie de la placa.

Consideremos, por ejemplo, una placa rectangular (fig. 178) con condiciones de
contorno y reparto de carga simétricos respecto a los ejes x e y. Si subdividimos la

Fic. 178

placa en 16 rectiangulos iguales, basta por razon de simetria considerar cuatro de ellos,
tales como A,, A,, A; y A,. Segin ello la expresion (211) puede reducirse a cuatro
términos, es decir, a

w = ey + Grez + Qi + Aupy ()

Imponiendo ahora a ¢ v ¢'en cada drea parcial la condicion

jf(g—ﬁ)dxdy=0 n=12234 (5
An
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obtenemos cuatro ecuaciones lineales respecto a los cuatro parametros A y la reso-
lucién de este sistema da a la expresion (7) su forma definitiva'.

Meétodos de aproximacion de las condiciones de contorno

Si disponemos de una solucién que cumple la ecuacién diferencial (103) junto con
una de las condiciones de contorno, la segunda condicién puede satisfacerse determi-
nando un grupo de pardmetros elegidos en forma adecuada. Para resolver el problema
planteado en el apartado 44, se introdujeron como tales pardmetros los coeficientes
de las dos series trigonométricas que dan la variacién de los momentos de borde de
la placa. Se empled el desarrollo en serie de Fourier® de la pendiente dew/oN a lo largo
del contorne, con el fin de anular esta pendiente de acuerdo con las condiciones del
problema. Utilizando esta Gltima condicién podian calcularse los parimetros. Para
cumplir en forma aproximada las condiciones de contorno puede aplicarse algiin
principio de minimo, por ejemplo el método de minimos cuadrados. La aplicacién de
un principio semejante requiere una consideracion mds detallada cuando deben
cumplirse simultineamente dos condiciones de contorno”.

Cuando se utiliza una solucién que tnicamente cumple la ecuacién diferencial del
,problema, resulta a veces mas sencillo satisfacer las condiciones de contorno tnica-
mente en un determinado nimero de puntos del contorno adecuadamente elegidos.
Al elegir tales puntos deben tenerse en cuenta las condiciones de simetria cuando
haya lugar a ello. Para satisfacer todas las condiciones de contorno en m puntos
debemos disponer de 2m parametros. .

En el caso mds general’ podemos utilizar una expresién de la flecha que no
cumpla ni la ecuacién diferencial de la placa flexada ni las condiciones de contorno
del problema. Entonces elegiremos un nimero de puntos # en el contorno e interiores
en los que debe satisfacerse la ecuacion diferencial. Entonces para obtener la solucidén
del problema seran necesarios 2m 4 n pardmetros.

Metodo de Weinstein®

En el caso especifico de una placa empotrada en el contorno, podemos comenzar
buscando una solucién de la ecuacion diferencial AAw, = g/D, tal que la solucién sea
vilida para la carga dada ¢ y para condiciones de contorno w, = 0, dw, = 0, en lugar
de las condiciones reales. En el apartado 24 se ha visto que este altimo procedimiento
equivale a resolver sucesivamente dos problemas, cada uno de los cuales corresponde
al equilibrio de una membrana cargada.

La solucién de nuestro problema puede tomarse en la forma

Ll

w = w + E g (k)
kw1

donde a, son constantes y ¢, funciones de x e ¥ que se anulan en el contorno y
cumplen la ecuacién diferencial AAx, = 0. La condicién de contorno requerida

! Puede hallarse un ejemplo aclaratorio de la aplicacién del método en C. B. Biezeno vy
R. Grammel, Technische Dynamik, 2.* ed., vol. 1, pig. 147, Berlin, 1953.

® A. Nidai ha utilizado para cumplir una condicién de contorno un sistema méas general
de funciones ortogonalizadas a lo largo de un borde; véase «Elastische Plattens, pig. 180,
Berlin, 1925.

" E. Berger ha contribuido notablemente en este problema; véase op. cit., pag. 39.

' El método fue estudiado por C. J. Thorne vy J. V. Atanasoff, Jowa State Coll. ¥. Sci., vo-
lumen 14, pig. 333, 1940.

* A. Weinstein y D. H. Rock, Quart. Appl. Math., vol. 2, pag. 262, 1944,
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2w/8N = 0 (donde N es la normal al contorno) puede modificarse mediante el
teorema de Green, que conduce al siguiente sistema de m ecuaciones lineales que nos
permite calcular los coeficientes a,:

m

ﬂ%dxd‘y+2mﬂbmamhdy-{].

k=1

[ %dxdy‘l'zak/fdwﬁmdzdy =0
k=1 :

donde todas las integrales se extienden a toda la superficie de la placa. El método
puede usarse ventajosamente cuando las condiciones de contorno w = 0, dw = 0
sugieren una solucién del problema mucho mds sencilla que las condiciones reales
w =0, dw/0N = 0.

0]

83. Aplicacion de las ecuaciones en diferencias finitas a la flexion de
placas simplemente apoyadas

En nuestro estudio anterior (ap. 24) se ha demostrado que la ecuacion
diferencial de la flexion de las placas podia sustituirse por dos ecuaciones
que tuvieran la forma de la ecuacion de la flecha de una membrana unifor-
memente tensada. Hay que afiadir también que esta ultima ecuacion se
resuelve con una aproximacion suficiente sustituyéndola por una ecuacion
en diferencias finitas. Para ilustrar este método de resoluciéon, comenzare-
mos por el caso de una placa larga rectangular uniformemente cargada.
A una distancia muy grande de los extremos de la placa, la deformada
puede considerarse cilindrica. Entonces, tomando el eje x paralelo a la
anchura de la placa, las ecuaciones diferenciales (120), toman la forma

»M

art

3w M (a)
orr D

Estas dos ecuaciones tienen la misma forma que la ecuacién de una
cuerda flexible tensada y cargada transversalmente.

Sea AB (fig. 179) la deformada de la cuerda tendida por las fuerzas S
y uniformemente cargada por una carga vertical de intensidad g. Para
deducir la ecuacion de esta curva consideramos un elemento infinitamente
pequeiio mn en equilibrio. Las fuerzas de traccion en los puntos m y n estan
dirigidas segiin las tangentes a la deformada, en estos puntos (fig. 179).
Proyectando estas fuerzas asi como la carga g dx sobre el eje z, se obtiene

dw dw 0w _
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de donde
2
Gy ©
arr o 8
Esta ecuacion es idéntica a las ecuaciones (a), deducidas para una placa
infinitamente larga. La deformada se obtiene entonces integrando la ecua-
cion (¢), obteniendo la parabola
4dzx (@ — )
w= 20D @
que satisface la condicion v = 0 en los extremos y tiene una flecha 4 en el
centro.
El mismo problema puede resolverse graficamente, sustituyendo la
carga uniforme por un sistermna de fuerzas concentradas gAx equidistantes,

Fic. 179

siendo Ax la distancia entre dos fuerzas adyacentes, y construyendo el
poligono funicular de estas fuerzas. Si A (fig. 179) es uno de los vértices
de este poligono y S;_,, S las tracciones sobre dos lados adyacentes del
poligono, las proyecciones horizontales de estas fuerzas son iguales a S y la
suma de sus proyecciones verticales equilibra la carga gAx lo que da

R el O o o . S =
S e + 8 S +qAz =0 (e)
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En esta ecuacién wy_;, wi ¥ @i+, son las ordenadas correspondientes
a tres vértices consecutivos del poligono funicular y (e, — ) Ax,

(2r+1 — wyi)/dx son las pendientes de los dos lados adyacentes. Se puede
utilizar la ecuacion (¢) para calcular las ordenadas consecutivas @, W, ...,

Wp_1, We_g, .., Wn del poligono funicular. Para ello construiremos el
cuadro (f) '
0 g
—!  Awe
Az Wy

)

(k — 1) Az W—1
it Ay
k Az Wy Ay
Ay,
(k + 1) Az W1

En la primera columna del cuadro entramos con las abscisas de los
puntos sucesivos que dividen el vano.

En la segunda, se encuentran las ordenadas sucesivas de los vértices del
poligono. Hallando las diferencias de las ordenadas consecutivas, w, — w,,
vy W — Wi 1, Wy +1, —Wg, ..., & obtienen las primeras diferencias repre-
sentadas por Awy, ..., Awg_1, dwy, ..., en la tercera columna. Las segundas

diferencias se obtienen restando los nimeros consecutivos de la tercera

columna. Por ejemplo, para el punto k de abscisa kAx, la segunda diferencia
es
Awy, = Awp — Aun
= Wep1 — Wy — (W — We—1) = Wep1 — 2w + Wiy (9)

Con ayuda de estas notaciones, la ecuacion (e) se escribe

w4 (h)
Az? S
Esta es la ecuacion en diferencias finitas correspondiente a la ecuacién
diferencial (¢} ¥y que tiende cada vez mas hacia ella cuando el nimero de
puntos que divide el vano aumenta.
De igual forma, se pueden sustituir las ecuaciones diferenciales (@) por

las ecuaciones en diferencias finitas

AM

Azt =

Atw M @)
a2~ D

25.—TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS
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Para aplicar estas ecuaciones al calculo de las flechas de una placa,
dividiremos el vano de esta en ocho partes iguales, es decir, Ax = 1/8a.
Las ecuaciones (7), toman la forma

AL T
64
Alw = — E
64D

Estableceremos las segundas diferencias de los puntos de divisién con-
secutivos w,, #,, @, ¥ w, como indica la ecuacién (g), recordando que en
nuestro caso w, = 0, M, = 0 y por simetria w, = w,, M, = M,, obtene-
mos los dos grupos de ecuaciones lineales siguientes:

: 8 = _,q_i"z Bt dais Mm*

Mﬂ Qﬂfl = 64 we 2'1.01 = 64—!-)-

2 3

Ma—2M2+M1=—%% ws—2w2+w1=-‘?§;—g
2 2 )

My —2M; + My = - 35 w;—?wg-f—w;g:—%{:—;

& oyl g = Mgt

M, 2M 4+ M, = 61 ws 2wy + wy = —BTD"

Resolviendo el primer grupo, tenemos los valores de M siguientes:

15 ga® L0t
PIC R a

_ 7ga? L -
=0 S ppip s =

Estos valores coinciden exactamente con los de los momentos flectores

de una franja uniformemente cargada, calculados por la ecuacién conocida-

Sustituyendo los valores (k) de los momentos en el segundo grupo de
las ecuaciones (j), se obtiene
e — 2w1 = '—%N
wy — 2we + wy = —6N
wy — 2wy + wy = —L5N
wy — 2wy + w3 = —8N

donde
i
S 642D

Resolviendo estas ecuaciones, se obtienen en los puntos de divisién, las
flechas siguientes:

w; = 2IN  wy= 385N ws=50N  w, = 54N 0]
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Los valores exactos de estas flechas calculados mediamte la ecuacion
conocida

qz

w = 5= (a® — 2ax? £
24D wx)

de la flecha de una franja uniformemente cargada de anchura a a titulo de

comparacion son:

w, = 20,7N we, = 38N w; = 494N ws = 53,3N

Se ve que dividiendo la luz en ocho partes, el error en el valor de la
flecha maxima, obtenida por las ecuaciones en diferencias finitas (i) es del
orden de 1,25 %. Aumentando el niimero de divisiones, la exactitud obte-
nida sera todavia mayor, pero esto exige mas trabajo puesto que el nimero
de ecuaciones del sistemna () aumenta con el nimero de divisiones (fig. 180).

X
0 A
Ay Almntt
ﬂ‘y AI|'r|.|l A A rn+[,r|
Alm,n
J
Fic. 180

Consideremos ahora una placa rectangular de longitud finita. En este
caso, las flechas son funciones de x e y, y las ecuaciones (a) deben ser
sustituidas por las ecuaciones generales (120). Sustituyendo estas Gltimas
por las ecuaciones en diferencias finitas, se han de tener en cuenta las
diferencias correspondientes en las variaciones de las dos coordenadas x
e y. Indicando sobre la figura 180, la notacién utilizada para designar los
puntos adyacentes, se utilizaran para las primeras diferencias en un punto
A, de coordenadas mAx y nAdy las siguientes notaciones

AWnm 1,0 = Wan — Wn-1,n AWns = Wmiln — Wmn
ﬁqurn-l = Wann — Wh,a-1 Aywmn = Wm,n4+1 — Wimnn

Conociendo las primeras diferencias, se calculan las tres clases de se-
gundas diferencias, como sigue:
ApsWon = AgWamp — AgWh1n = Witln — Wma — (wmn o wm—l.:l)

= Wmnyln — 2Wmn + Wn—1,n

Apllmn = AyWnn — Amn—1 = Wmantl — Wmn — (wmu = wm,n-—l) ( )

= Wm,n41 — 2Wun + Wan—1 ~
Alzyan = Ay'wnm 1 ﬁ|."‘fﬂ\'-’sv|—1..n = Wmantyl — Wmn — (wm—l.nq-l -/ wn—l.n)
T wm,ri+i = Wmn — Wm—1,n41 + Wim—1,5

Librodot

32



Librodot

Teoria de laminas y placas, Cap. 10

Timoshenko & Woinowsky Krieger 33

Con estas notaciones las ecuaciones diferenciales (120) se sustituyen por

las siguientes ecuaciones en diferencias finitas

AM
Ax?

A,M
Ay? %

+

-4
i )

En el caso de una placa rectangular simplemente apoyada, M y w son
nulos en el contorno vy pueden resolverbe sucesivamente las ecuaciones (n)

sin ninguna dificultad.

Para ilustrar el método del calculo de momentos y flechas, considere-
mos el caso muy simple de una placa cuadrada uniformemente cargada
(fig. 181). Se obtiene una fuerte aproximacion de M y w, dividiendo la
placa en dieciséis pequefios cuadrados (v. fig. 181), v tomando Ax = Ay
= a/4 en las ecuaciones (7). Por razon de simetria, es evidente que basta
hacer los célculos para la octava parte de la superficie de la placa, es decir

:
a (I I
| "
i .
. 5
Y
Fic. 181

el tridngulo rayado en la figura. Sobre esta area no se hacen los calculos
mas que para los tres puntos 0, 1, 2, para los que M y w son distintos de
cero. Estos altimos valores son nulos en los puntos 3, 4, 5 debido a las
condiciones de contorno. Comenzando por la primera de las ecuaciones ()
y considerando el punto 0 centro de la placa, se encuentran utilizando las
ecuaciones (m) y las condiciones de simetria, los valores siguientes de las

segundas diferencias en este punto:

AIIMD S 2'JII"fl
A M, = 2M,

— 2M,
— 2M,

-en las que M, v M, son los valores de M en 1y 0. De igual forma para 1,

se obtiene:

AIIJMI == ME = 2M1 + MD e
M, = 2M, — 2M, :

2M, + M,

33
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Las segundas diferencias en el punto 2 se calculan de la misma manera.
Sustituyendo estas expresiones de las segundas diferencias en la primera de
las ecuaciones (n), se obtiene para los puntos 0, 1 v 2, las tres ecuaciones
siguientes: "

2

AM, — M,y = —%

: 2

OM, — AM, + My = ,_21%

: 2

—4My + 2M, = "%%‘

de donde se deduce .
_ 9ga _7ga _ Hga’
Mi=36 Mi=35 M:=TFg

L
Sustituyendo estos valores de los momentos en la segunda de las ecua-
ciones (#), se obtienen para el calculo de las flechas w,, w,, w,, las tres
ecuaclones
4w1 — 4:?.00 = —%N
2wy — 4wy + wy = —%N

—41.!& + 21.01 = —"'ZLJV
donde
e | et
N 16 - 64D

De estas ecuaciones obtenemos para las flechas los valores

Wy = {—%—N mw = {'—%N We = %—E—N
El valor de la flecha en el centro es

66 *  66ga*

o WDt 3 ga’
F et JoulE-BLD. o 0

Wy D

Comparando este valor con 0,00406ga"/D dado en la tabla 8, se llega a
que el error de la flecha calculada es inferior al 1 %,. Para el momento
flector en el centro hallamos :

_ M1+ 1,39¢a® _ -
™S i G i 0,0457qa

M, =M,

inferior en 4,5 9% al valor exacto 0,0479ga®.

Consta que en este caso un pequeno numero de subdivisiones de la
placa permite una exactitud que satisface las aplicaciones practicas. Do-
blando el nimero de subdivisiones, es decir Ax = Ay = a/8, el valor del
momento flector difiere en el 1 %, del valor exacto.
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Consideremos la flexién de una placa oblicua simplemente apoyada, que soporta
una carga uniforme de intensidad ¢ (fig. 182). Las subdivisiones en este caso son
Ax = blo y Ay = b/3."

oy \
[ X
i
H 1|2 147 |6
i ¥
' I
o 3s(BI5 3N &
qr!m L]
i 6|7 [4 |2 |
' 1
P lepe3s” .
¥

-c-———%b————:--d—— —————— b—-—-—-——-]

Fic. 182

En consecuencia la primera de las ecuaciones (n) puede escribirse en la forma

b!
40, M + Ay M = — % ()

Apliquemos sucesivamente esta ecuacién en los puntos 1 al 8 v utilicemos las
expresiones (m) de las diferencias, se obtiene el sistema de ecuaciones lineales siguien-

tes:
2
—10M, + 4M, = _%
qb?
4M, — 10M, + M + 4M, = =
My — 10M; + 4M; = m%"
gb?
4My — 10M, + My + 4M; = _?
he (p)
4M! +M¢_10M5 +M@+4—M5‘——. v—%
My — 10My + 4M; = _Eg
gb?
AM, + 4AMs — 10M; + M3 = e
2
8M; + 2M; — 10M; = —E;—
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La solucién de este sistema es

b! 2
M, = 0,29942 % M = 0,66191 ?;—
b b
My = 0,40854 % My = 0,39337%
(2)
gb® gb?
M; = (0,41462 mg— M, = 0’56920?
bt 3
M, = 0,59329 —qé— Mg = 0,74337 %
La segunda de las ecuaciones (m) toma entonces la forma
Mb?
4w + Ay = — T (r)
teniendo en cuenta los valores (g), esta ecuacion nos da el segunde grupoe de ecuacio-
nes
— 10w, + 4w, = —0,29042N
4w; — 10w; 4+ w; + 4wy = —0,49854N
we — 10w; + dw; = —0,41462N
4wy — 10wy + ws + 4w, = —0,59329N ()
4w + wy — 10ws + we + 4wy = —0,66191N 2
ws — 10ws + 4w; = —0,3938TN
dw, + 4wy — 10w; + ws = —0,56920N
8w + 2wy — 10wy = —0,7433TN
donde ¢
g
81D

Lo que da las flechas

w = D,l3176N wy = 0,38549N
ws: = 0,25455N we = 0,20293N ®
Wy = 0,22!11N wy = D.31249N
wy = 0,32469N wy = 0,44523N

Debe notarse que la integracién de la ecuacién diferencial de la placa por métodos
analiticos tendria, en este caso, dificultades considerables.

Para calcular los momentos en el punto central 8, se utilizan las expresiones (101)
v (102), en las que las primeras derivadas estdn sustituidas por las diferencias corres-
pondientes. Asi pues utilizando' las expresiones (m), los valores (¢) de las flechas ¥
para » = 0,2, obtenemos

ws — 2wy + wn wr — 2ws + wr

= - = 2

(M)s D( e + v Ay ) 0,0590gb
wy; — 2ws + wy ws — 2ws + ws

(My)s = “D( s + v = ) = 0,0401¢b?
& e w;—Wu“ws+w¢= M
(Mz)s = (1 v)D T 0,0108qb

! Véanse también los diagramas de las figuras 184, para el caso particular Ax = Ay.
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El circulo de Mohr (fig. .183) da' entonces en el punto 8, los momentos princi-
pales siguientes:

8 M\?
Muis = 22 20 \/(M—JJ) + M2, = 0,063}’

= 1
Muin = M = ,\/(M) + M3, = 0,0352¢b?

2 2
=== — Mmgy————
0 5 k Mn

Fic. 183

La direccion de las tensiones debidas a estos momentos, estd dada respecto a los
ejes de coordenadas x, v por

1 oM.,
= Laretg 2o _ p400p
«= M M-, 5

De la figura 182 se deduce que las tensiones debidas a M, en el centro actian
casl exactamente en la direccion del vano menor de la placa.

La planta de la placa de la figura 182 era tal que se podia utilizar una muralla
rectangular de subdivisiones constantes Ax y Ay. En el caso mds general, para el
andlisis de una losa oblicua se debe utilizar una malla triangular®.

Se puede aplicar el método de diferencias finitas a placas de bordes empotrados
o libres v finalmente a las placas con condiciones de contorno mixtas”. Puesto que en
el caso general el valor de M en el contorno no es fijo su utilizacién es menos
ventajosa v las flechas w se calculan directamente mediante una serie de ecuaciones
de diferencias finitas equivalentes a la ecuacién diferencial AAdw = ¢/D de la placa
flexada. Para mayor comodidad la diferencia finita equivalente al operador AA(...)
estd representada en la figura 184 con otros operadores dtiles. El diagrama esta
fundado en la hipdtesis Ax = Ay = J. Cada nimero debe multiplicarse por el sim-
bolo =, que representa la flecha en el punto k& correspondiente y la suma de estos
productos debe estar dividida por la expresion dada en el pie.

' Véase la diferencia de notacion de las figuras 183 y 22. Los momentos principales de

“la figura 183 se llaman Muux v Mmin. Notese también que en ambos diagramas si el punto

se desplaza sobre el circulo en el sentido de las agujas del reloj, la normal a la seccion corres-
pondiente se desplazard en el mismo sentido.

* V. P. Jensen, en Univ. Illinois Bull., 332, 1941, utiliza con gran profusion estas mallas
v de esta revista se ha tomado el anterior ejemplo numérico.

* Se encuentran varios ejemplos de esta clase en la obra de H. Marcus, Die Theorie elas-
tischer Gewebe, 2. ed., Berlin, 1938; véase también N. J. Nielsen, 1Bestemmelse of Spaendinger
i Plader», Copenhague, 1920,
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iy A=
Py Y

Fic. 184

Para formular las condiciones de contorno para un borde en el que las flechas son
nulas establecemos la ecuacién para un punto interior 7, proximo al borde (fig. 185).
Aplicando el operador A4(...) tenemos

[un + ws + ws + wia + 2(ws + wy + wio + wis)
qr

1
= 8(ws + ws + ws +W11)+20l07];-5 (u)

en la que w, = w, = w, = 0. Debemos eliminar ahora la flecha w, en el punto
ficticio 1, obtenido prolongando la malla més alld del contorno de la placa. Esto se
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hace ficilmente.mediante la relacién w, = — w, cuando la placa esti simplemente
apoyada en el punto 3 y mediante la relacién w, = w, cuando la placa estd empotrada.
Asi no quedan en la ecuacion (n) mds que las flechas de los puntos interiores y el
nimero total de estas flechas desconocidas no sobrepasa el niimero de ecuaciones del
tipo (n) de que disponemos.

o
b=l
K
- --(}5 —
X
432 P 6 A0 g
o :’ A
& e i For, "L R 4;131_1_.[ X
-
4 |8 12 v
¥
-
L9 ¢
-(——J\~a1-(——l—-1-i——}‘——1-1——l e

Fic. 185

En el caso de un borde libre el niimero de las ecuaciones en diferencias aumenta
en el nimero de puntos, tales como 2, 3, 4, ..., del contorno en los que la flecha ya
no es nula. Los operadores correspondientes Adw se extienden ahora a puntos
exteriores a una distancia 1 y también 24 del borde libre. Correspondiendo a cada par
de estas flechas desconocidas ew,, w, se encontrarin dos condiciones de contorno:

2 2 3
Lo S SR AL ST W W e B
dz? ay? dz? ax oy*
expresadas con ayuda de las diferencias y calculadas para el punto 3 opuesto a los dos
puntos exteriores 0 v 1. Por consiguiente, el niimero total de ecuaciones serd también
en este caso igual al namero de flechas desconocidas.

Cuando los valores de M en el interior de la placa no son independientes de las
flechas 2, las ecuaciones en diferencias finitas de las flechas resultan mds complicadas
que en los casos de los dos ejemplos precedentes. Para este tipo de ecuaciones, tendra
interés utilizar el método de relajacion’.

84, Métodos experimentales

Para placas de forma irregular, de espesor variable o aligeradas por numerosos
orificios es mds eficaz el empleo de métodos experimentales de investigacién que los

! Respecto a este método debido a R. V. Southwell, véase 5. Timoshenko y J. N. Goodier,
Theory of Elasticity, 2.® ed., pig. 468, Nueva York, 1951. Véase también F. S. Shaw, #An
Introduction to Relaxation Methodss, Dover Publication, Nueva York, 1953, donde se encuen-
tra mas bibliografia. H. Liebman, ¢«Die angeniherte Enmittlung hamonischer Funktionen und
Komformer Abbildungens, Sitzber. Miinchen Akad., pdg. 385, 1918, ha desarrollado otro
método de aproximaciones sucesivas utilizando las ecuaciones en diferencias finitas. La con-
vergencia de este método fue estudiada por F. Wolf, Z. angew. Math. Mech., vol. 6, pag. 118,
1926, y por R. Courant, Z. angew. Math. Mech., vol. 6, pig. 322, 1926. Para un método per-
feccionado, véase también R. Zurmiihl, Z. angew. Math. Mech., vol. 37, pag. 1, 1957.
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métodos puramente analiticos. Para la determinacion de la deformacién de una placa
flexada, se utilizan los dispositivos habituales tales como deformabilimetros (strain-
gauge) eléctricos y extenséometros de todo tipo'.

Los métodos brevemente resefiados aqui son apropiados a condiciones especiales,
correspondientes a la flexion de placas clasticas delgadas.

Uso de la fotoelasticidad®

Este método, generalmente utilizado en los problemas de tensién plana, debe
modificarse si se utiliza en el caso de flexion de placas. De hecho, las tensiones
normales en una placa delgada flexada son iguales v de sentido opuesto en dos fibras
simétricas respecto al plano medio de la placa.

De acuerdo con ello, el efecto éptico producido en la zona de traccion sobre un
rayo de luz polarizada que pasa a través de la placa queda anulado por el efecto
opuesto debido a la zona de comprension.

La influencia de la segunda zona se elimina uniendo dos placas idénticas de
material fotoeldstico, mediante una hoja de metal reflectante. Para ello se plantea la
cara interna de una o de las dos placas”. Los cilculos demuestran que el efecto 6ptico
de estas dos placas unidas formando una placa de espesor h es aproximadamente el
mismo que el de una sola placa de espesor h/2 sometida a una tensién plana igual a
la tension de la fibra extrema de la placa flexada.

Otra forma' de hacer efectivas las propiedades fotoeldsticas de una placa flexada,
sconsiste en unir dos placas de material fotoeldstico de distintas propiedades eldsticas.
En este tipo de placa la ley de reparto de tensiones debidas a la flexién no es lineal,
por consiguiente al flexar produce un efecto éptico sobre un haz de luz polarizada.

Segin un tercer método se unen hojas de materia fotoeldstica a la superficie
reflectante de una placa de cualquier material eldstico y cualesquiera dimensiones”.
El comportamiento de estas hojas respecto a un haz de luz polarizada da todos los
datos relativos a la deformaciéon en las fibras extremas de la placa probada. Este
método nos permite estudiar la deformacién de una losa que forma parte de una
construccidn existente, sometida a carga real, en lugar de limitarnos al estudio sobre
un modelo reducido de la losa.

Empleo de luz reflejada’

El efecto de la superficie reflexiva de una placa deformada sobre dos rayos
luminosos proximos puede utilizarse para calcular las curvaturas 8%w/3x*, 8% )®,
0%w/0x £y, y en consecuencia los valores de los momentos flectores y torsor de la placa.

' 'W. Andrii, F. Leonhard v R. Krieger, Bauingenieur, vol. 33, pig. 107, 1958, han utili-
zado un método electromecdnico para medir las curvaturas de una losa flexada.

* Véase, por ejemplo, Titnoshenko y Goodier, op. cit., pag. 131,

' Véase J. N. Goodier v G. H. Lee, ¥. Appl. Mechanics, vol. 8, pidg. A-27, 1941, y M. Dan-
tu, Ann. ponts et chaussées, pig. 281, 1952,

' Véase H. Favre, Schweiz, Bauztg., 1950, Respecto a la aplicacién del método a una placa
cantilever de espesor variable, véase H. Schwieger v G. Haberland, Z. angew. Math. Mech.,
volurnen 36, pdg. 287, 1956.

> Este método de fototensiin se debe en su principio a A. Menager, 1930, pero sus apli-
caciones pricticas no se han llevado a cabo hasta fechas mds recientes; véase, por ejemplo,
F. Zandman y M. R. Wood, Prod. Eng., setiembre 1956. Respecto a la aplicacién a las placas
del llamado método de comgelacion, véase D. C. Drucker, J. Appl. Mechanics, vol. 9, pagi-
na A-161, 1942,

“ Respecto a la teoria y aplicaciéon del método a diversos problemas de flexién de placas,
véase M. Dantu, Ann. ponts et chaussées, 1940 y 1952, Véase también G. Bowen, Eng. News-
Record, vol. 143, pag. 70, 1949,
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Con el mismo fin puede utilizarse la distorsién de una malla luminosa rectangular
proyectada sobre la superficie inicialmente plana de la placa. Los resultados obteni-
dos por este procedimiento son especialmente interesantes para placas, sobre cimen-
tacion eldstica, cuyas propiedades mecdnicas no pueden expresarse perfectamente en
forma analitica.

Meétodo de interferencia

Simnilar al método cldsico utilizado para la determinacién del médulo de Poisson
de vigas, el método de interferencia se ha aplicado también a la medicién de las
flechas de una placa flexada'.

Analogia entre tension plana y flexion de placas

Existe una analogia entre la flecha de una placa, regida por la ecuacién diferencial
Adw = 0, en el caso particular de que actien tvnicamente fuerzas de borde, v la
funcién de Airy ¢ que satisface la ecuacion AAgp = 0. Mientras la funcién w da las
curvaturas de la deformada, la funcién de Airy da las tensiones g, = 2%p/dy?,

= 8%g/0x* y 1,, = — 0%¢/dx Qv del estado plano en el sélido eldstico. Si el contorno
f(x_,_v) = 0 es el mismo en ambos casos, podemos poner
w 8% ot 3
T S s e K

en las que K es una constante arbitraria tal que las curvaturas sean pequefias.

Las flechas medidas w pueden usarse para el cdlculo de las tensiones en el estado
de tension plana y viceversa si se cumplen ciertas condiciones de analogia en los
contornos de la placa®y el sélido elastico’.

! Véase R. Landwehr y G. Grabert, Ingr.-Arch., vol. 18, pig. 1, 1950.

® Establecida por K. Wieghardt, Mitt. Forschungsarb. Ingenieurwesens, vol. 49, 1908.
Para una explicacion mds exacta de la analogia, véase H. Schaefer, 4bhandl. Braunschwe:g
wiss. Ges., vol. 8, pag. 142, 1956.

A Una formulacién sencilla de estas condiciones se debe a M. Dantu, Ann. ponts et chaussées,
pagina 386, 1952, Respecto a métodos basados en analogia con fendémenos eléctricos, véase
R. H. MacNeal, J. Appl. Mechanics, vol. 18, pag. 59, 1951, y K. Wotruba, Czechoslov. J.
Phys., vol. 2, pag. 56, 1953, Puede encontrarse mds informacion sobre diversos métodos expe-
rimentales en L. Foppl v E. Monch, +Praktische Spannungsoptiks, 2.2 ed., Berlin, 1959.
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